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INTRODUCCION
Aunque los trabajos de Kutnmer [l84 7 , I85lJ sobre los cuer^ 
pos clclotomicos pueden describirse en lenguaje raoderno como el e^ 
tudio de las valoraciones del cuerpo Q (siendo Ç una raîz
p-es ima de la unidad, p un primo impar), no bay ninguna duda en 
situar el origen de la teorîa de las valoraciones y lugares en la 
memoria de Dedekind y Weber [1882], en la que dan una descripciôn 
algebraica de los resultados de Riemann, en particular de su supejr 
ficie S de una curva algebraica.
Brevemente, su método es el siguiente: cada punto z^ G S
define una aplicaciôn v : K -*• Zt : f V (f) del cuerpo K
^o
de funciones racionales de S en %, donde (f) es el orden
o
de la serie obtenida al desarrollar f en serie de potencies en
el paramétré de uniformizacion de Puiseux de la curva en z^. La
superficie de Riemann queda, pues, descrita como el conj unto de 
valoraciones discretas del cuerpo K. De este modo, p r e s c ind i en- 
do del contexte georaétrico, Dedekind y Weber definen la superficie 
de Riemann de un cuerpo dado K, extensiôn f in i ta de €(X), como 
el conj unto de valoraciones discretas de K. En su teorîa utili- 
zan sôlamente la propiedad de que C es algebraicamente cerrado 
y de caracterîstica cero, pero nunca argumentes topolôgicos, y dan, 
entonces, un primer paso hacia la geometria algebraica sobre un 
cuerpo arbitrerio. También, mediante el use de valoraciones, intr£ 
ducen la nociôn de diviser, abriendo las puer tas a las suces ivas 
generalizaciones del teorema de Riemann-Rocb.
Krull en 1931 estudia las valoraciones générales en un 
cuerpo arbitrario, introduce la nociôn de an illo de valoraciôn en 
el sentido actual y establece la relaciôn entre la dependencia en 
tera y las valoraciones. Pero es Zariski, en sus trabajos sucesi- 
vos, quien resalta la importancia geometrica de la normalizaciôn 
y con ella la de las valoraciones.
Citemos simplemente sus trabajos sobre uniformizaciôn lo­
cal [l940j que const i tuyen la piedra angular de su resoluciôn de 
singular idades para, dimensiones dos y très ( [l 94 2] y [l944] respe^ 
tivamente) y donde introduce la nociôn de superficie abstracts de 
Riemann como el conj unto de todas las valoraciones de un cuerpo, 
a la que dota de una topologia, respecte de la cual es compacta y 
no , y que da lugar a la topologîa de Zariski para variedades. 
Destaca también su teorîa de correspondencias birracionales [l94oQ 
que da significado preciso a los métodos italianos y que culmina 
con su Teorema principal (Zariski's Main Theorem): "si T es una 
correspondencia birracional entre una variedad normal V y una va 
riedad V ', a un punto F 6 V le corresponde bien un unico punto 
F' G V', o bien una subvariedad W  de V* cuyas componentes 
irreducibles son todas de dimensiôn mayor o igual que uno".
Desde entonces, aunque la resoluciôn general de singulari. 
dades por Hironaka [19623 no esta basada en las valoraciones, la 
teorîa de lugares es uno de los capîtulos clasicos tanto en el âl 
gebra como en la geometrîa. Nuestra opiniôn es que en el estudio 
de la geometrîa algebraica sobre cuerpos realmente cerrados (lo 
que se ha dado en llamar geometrîa real) las valoraciones (reales)
desempefian un papel mas importante si cabe que en la geometrîa so­
bre cuerpos algebraicamente cerrados, por las razones que iremos ex 
poniendo en esta introducciôn.
Antes de ello recordemos la estrecha relaciôn existante en 
tre lugares y especializaciones. La nociôn de especializaciôn fue 
introducida por Van der Waerden [l925, 19 2?] como una generaliza­
ciôn, a cuerpos carentes de topologîa, del proceso de paso al lîmi^ 
te: "Sea K una extensiôn de k y sean (x^) = (x^,...,x^),
(y^) = dos puntos del espacio afîn K” . (y^) es una
especia1izaciôn de (x^) si para todo polinomio F(X^,.. .,X^) 6
6 k[Xj,...,X^] tal que F(Xj,...,x^) = 0  se tiene que
F(y^,...,y^) = 0". Equivalentemente, una especializaciôn es un ho^
momorfismo no trivial de un anillo R (en el caso anterior 
k[xJ,...,x^]) en un cuerpo K. La conexiôn entre lugares y espe­
cializaciones viene dada por el teorema de extensiôn de especiali­
zaciones probado primero por Van der Waerden usando teorîa de eli- 
minaciôn y por Weil y Chevalley en la forma actual:"Si A es un 
dominio de integridad y K es un cuerpo que contiene a A, toda 
especial izaciôn <j) de A en un cuerpo L se extiende a un lugar 
de K en la clausura algebraica de L".
Iniciando nues t ras consideraciones sobre geometrîa real, 
surge inmediatamente la necesidad de estudiar un tipo particular
de anillos de valoraciôn. Consideremos por ejemplo las curvas en
2 2 2 3 2 2 3R : H x +y -x = 0  y z x -y -x = 0 ,  y designemos sus
cuerpos de funciones por y respectivamente.
Ambas poseen una especializacion 
4) : E[x,yJ -»-R,
4>(x) = 4) (y) = 0, y en ambas dicha especializacion se ex­
tiende a dos lugares de los cuerpos con centro el origen.
iComo dist inguir algebraicamente la evidencia topologica de que en
la primera curva el origen es un punto aislado mientras que en la
segunda no? la respuesta esta en los cuerpos residuales de los lu 
gares. Mientras que los lugares de tienen cuerpo residual C,
los de Kg tienen cuerpo residual R. Estos reflej an las dos ra­
mas reales a travês de (0,0) y aquellos las ramas imaginarias cuya 
intersecciôn es el punto real (0,0).
Profundizando un poco mas en la situaciôn anterior se apr^ 
cia que si k represents cualquiera de los cuerpos C o R, y V 
una variedad algebraica sobre k, la contrapartida algebraica al 
paso al limite en P = (aj,...,a^), o que P sea un punto limite, 
no es tanto la nociôn de especializaciôn,
4> : k[v] ->-k, 4>(x-)=a^
como la de lugar 4* • k(V) k centrado en P en V. Ahora bien,
ambos conceptos son basicamente analogos si k = C, por el teore^ 
ma de extension de especializaciones ya citado, mientras que son 
radicalmente distintos si k = R. Yendo un poco mas lejos, la di. 
ferencia esencial es t r iba en la buena relaciôn existante entre la 
topologîa de Zariski y la usual en C, relaciôn que desaparece 
en R:
"Sea X una variedad algebraica irreducible de dimensiôn
r en y sea X^ un abierto de Zariski de X. En ton
ces, X^ es denso en X con la topologîa usual de ç”".
Obsérvese que en el ejemplo anterior,X^-C^'^ {(0,0)} es un abierto 
de Zariski de C ^ , pero X^ f* C ^ , donde X^ represents la clau­
sura en la topologîa usual de .
Nuestro objeto de estudio en esta memoria son los lugares 
o anillos de valoraciôn cuyo cuerpo residual es R , o mas generaj^ 
mente, cuyo cuerpo residual es un cuerpo real, i.e. ordenable. Ta­
ies lugares (respect, valoraciones, anillos de valoraciôn) reciben 
el nombre de veales.
Asî, corroborando lo expuesto en el parrafo anterior acer- 
ca de la idoneidad de los lugares para la explicaciôn del paso al 
limite, probamos que si (P es un lugar real del cuerpo de funcio­
nes de una variedad algebraica V que esta centrado en un punto 
P 6 V, el ideal de dicho punto es localmente real (ver la defini- 
ciôn que sigue), lo que équivale a decir que P es un punto limi­
te de puntos regulares de V. Mas generalmente, consideramos la
Définie iôn (2.1) (*).- Sean A un subanillo de un cuerpo rea l K
y p un ideal de A. Decime s que p es localmente real
en A con respecte a K si p es radica l y para cada
" 9 m
h,g G A, h - g = l
j =1 4
G K taies que
h+g 6 Pj se tiene h .g 6 P- Diremos, simplemente qu e p
es localmente real si K es el cuerpo de fracciones de A .
Demostramos los teoremas sigu lentes :
T eorema (3. 13) Sea A un suban illo de un cuerpo real K y sea
P un ide al primo de A. P es centro en A de un lugar
rea l de K si y sôlo si P es localmente real en A con
respecte a A.
T eorema (2. 11) Sea V una vari edad algebraica real irreduc ible
de r” (r un cuerpo realmente cerrado arbitrario). Sea 
W una subvariedad de V y q = J(W) su ideal en r[v]. 
Entonces q es localmente real si y sôlo si W D  es
Zariski-denso en W.
(Recordamos que représenta el conj unto de puntos cen­
trales de V, i.e. la clausura en la topologîa del orden del con- 
junto de puntos simples de V).
Queda asî de manifiesto, como la existencia de un lugar 
real centrado en una subvariedad impi ica la realidad local de di-
(*) Las definiciones, teoremas, etc. que aparecen en la introducciôn llevan la 
numeraciôn que les corresponde en la memoria.
- vil -
cha subvariedad, es decir su contacto con la parte central de la 
variedad.
A partir del teorema 3.13, los idéales localmente reales 
aparecen como la clase de idéales adecuados para describir los ani^  
llos de valoraciôn reales, y toma cuerpo la posibilidad de elabo- 
rar una teorîa general de valoraciones reales a partir de ellos.
Es to ha sido la columna vertebral del presente trabajo a nivel ge^  
neral en el primer capîtulo y centrandonos en cuerpos de funciones 
en los dos siguientes.
El capîtulo primero forma la teorîa bas ica para el desarr£
1lo de los restantes. Para ello se organizan, en la lînea general 
que acabamos de mencionar, contribucionés nuevas junto a algunos 
resultados ya conocidos, aunque las demostraciones que se incluyen 
son originales.
Por ejemplo, el enunciado de 2.11 aparece en [Br^] , pero 
nuestra demostraciôn, basada en el principio de Tarski, resuelve 
el problems planteado en [Brg] sobre la posibi1idad de obtener una 
demostraciôn directa del resultado. (Indiquemos que la unica demo£ 
traciôn conocida del mismo es extraordinariamente larga y usa a su 
vez anillos de valoraciôn. En la nuestra el principio de Tarski 
(cf. 2.7) es utilizado para deraostrar una desigualdad de Hôrmander- 
Xojasievicz para un cuerpo realmente cerrado arbitrario (cf. 2.9).
El teorema de caracterizaciôn de los anillos de valoraciôn 
reales de K, (3.10), como los elementos maximales, respecte de la
M
- Vlll -
relaciôn de dominaciôn, del conj unto F de subanillos locales de 
K cuyo ideal maximal es localmente real, es nuevo en esta forma 
y pone claramente de manifiesto la similitud con la teorîa general 
de valoraciones, donde el mismo resultado, suprimiendo la condiciôn 
de la realidad local, caracteriza los anillos de valoraciôn de K.
Siguiendo el camino clasico caracterizamos en el §4 la in 
tersecciôn de los anillos de valoraciôn reales que contienen a un 
subanillo A dado. Dicha intersecciôn recibe el nombre de alau.su 
ra semientera de A en K, termine introducido en [ S r . Senal£ 
mos que algunos de los resultados sobre la clausura semientera e^ 
puestos en este epîgrafe ban sido obtenidos también, independien- 
temente por Robson en [ro] , trabajo del que tuvimos conocimiento 
en octubre de 1981, cuando este primer capîtulo estaba concluido.
En particular, si A es el anillo Z de los numéros enteros, la 
clausura semientera de Z es la intersecciôn de todos los anillos 
de valoraciôn reales del cuerpo K. Es inmediato comprobar que di. 
cha clausura coincide con la intersecciôn H(K) de los anillos de 
valoraciôn de los lugares (j) : K -> R,«o que toman valores en R,
y donde (j) no tiene por que ser sobr eyect ivo. Este anillo, que ha 
sido estudiado de forma exhaustive recientemente, recibe el nombre 
de anillo de holomorfîa de K por las razones que expondremos a 
continuaciôn y tiene interesantes aplicaciones a la geometrîa y al 
algebra (cf. [s^], [Sg] , [se^] y [seg] ) .
Si considérâmes el con j unto M de lugares de (J) : K R , <» 
como la transcripciôn real de la superficie de Riemann de K, c£ 
da elemento a 6 K puede considerarse como una f une iôn de M en
IR,
a : M -^ -IR,«> ; A->-X(a).
Diremos que la f une iôn a tiene un polo en el punto X G M si
a ( X ) = <»» y diremos que a es holomorfa en M si car ec e de polos. 
Con esta notaciôn, résulta évidente que H(K) es el conj unto de 
funciones de K que son holomorfas en M, lo que j us t if ica el
nombre de anillo de holomorfîa. Mas aun, podemos considerar en M
la topologîa inicial para la familia de funciones: {a G K}. No
es difîcil demostrar, que dicha topologîa coincide con la topolo 
gîa inicial para las funciones {a G H(K)}. Este es el origen de 
la buena relaciôn existante entre K y H(K), que hace del ani­
llo de holomorfîa un instrumento eficaz para el estudio de propi£ 
dades algebraicas de K (ver [Beg] ) o geometr icas, en el caso pa_r 
ticular de tratarse de un cuerpo de funciones (ver [ S c h y  [Schg^),
aplicaciones que no explicaremos aquî, y para las que referimos a
las obras mèneionadas.
La nociôn de compatibilidad local de ôrdenes introducida 
en el epîgrafe 5 es, también, original y surge de modo natural al 
estudiar el comportamiento de las sumas de cuadrados por paso al 
cociente. Senalemos, en este sentido, el siguiente problems plan- 
teado por Gondard ( [Go] , [g-R] ) y Recio ( [Re^] ) : Sea V una 
variedad algebraica real irreducible de R" y sea W una subva­
riedad de V, p = J(W) el ideal de W en R [ v ] . Supongamos que
f G R [v ]  es una f une iôn tal que f+p es suma de cuadrados en
R(W). 6 En qué condic iones, existe g G R [v ]  que es suma de cua- '
d rados en R(V) y de forma que f+p = g+p?. Demostramos el si-
guiente resultado:
Proposicion (5.3).- Con la notaciôn anterior, si 
{f < 0} n  W n  = 0
entonces existe g 6 R[v], suma de cuadrados en R(V)
tal que f+p = g+p.
Un resultado similar, pero con la hipotesis ad ic ional de 
que {f < 0} es acotado aparece en [g -R] (teorema 2, pag. 4 3). S in 
embargo, un adecuado uso del principio de Tarski permite suprimir 
dicha condic iôn. Por ultimo, el capîtulo primero termina con alg£ 
nos resultados de ascenso de idéales localmente reales a extens i£ 
nés semienteras, enunciados en termines de la compatibilidad local 
de ôrdenes, y que son utilizados, de manera esencial, repet idas ve 
ces en la memoria.
Permîtaseme, rompiendo la ordenaciôn de epîgrafes del tra 
bajo, hablar del problems del cono tangente real, para enfatizar 
al miximo la idea expuesta anteriormente acerca del paso al limi­
te. Si definimos el cono tangente: Cj^(V,p) a una variedad V 
de k ” (donde K = C «> IR) en el punto p = (0,...,0) como el 
conj unto de puntos que yacen en rectas limites de rectas del haz 
de vertice p y secantes a V, dicho conj unto admite, en el ca 
so complejo, una traduce iôn algebraica inmediata: (F ,p) es la
variedad def in ida por el ideal de las formas iniciales de los el£ 
mentos de J(V). 0, siguiendo a Samuel [Sa], (V,p) es el con
junto de puntos (y^^ " (y^,...,y^) taies que (0, . . .,0 ; 0 ; y^ , . .. 
...,y„) Gs una especializaciôn de (x^ , . . . , x^ ; u ; y^ , . . . , y^) don-
de (xj^,...,x^) es un punto genirico de V y x = u . y ^
(i=1,...,n).
Ahora bien, si K = R, ya hemos observado, que la nocion 
de especializaciôn no es corrects para la descripciôn del paso al 
limite, debiendo ser sustituida por la de lugar real. Esta inada£ 
taciôn queda sobradamente manifiesta en el cono tangente real. En 
§11 def inimos très conos diferentes, asoc iados a la variedad V 
en p en r ” , estudiamos la relaciôn entre ellos y damos ejemplos 
que muestran la nuls informaciôn -ni siquiera en cuanto a la dimen 
s iôn- que el ideal de las formas iniciales arroja sobre 
Cj^(V,p). Asî por ejemplo, las superficies en definidas por
las ecuac iones
Z(X^+Y^) - X^ = 0 y Z(X^+Y^)-X^+Z^ = 0
tienen la misma forma inicial, pero sus conos tangentes en el or£ 
gen (en R^) son diferentes (cf. 11.8). Por otra parte, al usar l£ 
gares reales, nos vemos siempre situados -a la vista del teorema 
2.11- en la parte central de la variedad. Es to obiiga a construir 
el cono tangente real como una union finita de sus piezas procé­
dantes de las variedades V, Sing (V), Sing (Sing (V)),...., pr£ 
ceso que prueba, simul tâneamente, que  ^^ * P ^ conjuntô se-
mialgebraiao cerrado, en general no algebraico, como muestran los 
ej emplo s 11.8.
El capîtulo II c.omienza con el problema de extensiôn de Iju 
gares reales (§6), para pasar inmediatamente después al de su M
existencia en cuerpos de funciones, obj et ivo principal de esta d^ 
sertacion. Ambos problemas tienen su origen en el célébré trabajo 
de Lang en 1953 [l] . Ya hemos comentado anteriormente, que el 
teorema de extension de especializaciones es falso en el caso real,
es decir, en general, dados un dominio de integridad A, un cuejr
po K que contiene a A y una especializaciôn 4) de A en un
cuerpo real L, no podemos asegurar que 4> se extienda a un lu
gar de K en la clausura real de L. Lang demuestra (op. cit.) 
que si se toma como punto de par t ida, no una especializaciôn de
un subanillo de K, sino un lugar de un subcuerpo k de K, la
extensiôn sî es posible, aunque en un sentido muy restrict ivo. De 
modo preciso:
Teorema de extensiôn de lugares de Lang: Sea K un cuerpo real y
sea <p un lugar real de K con valores en un cuerpo real
mente cerrado L. Entonces $ se extiende a un lugar 
real, con valores en L, de una clausura real de K.
La demostraciôn de Lang esta basada en la teorîa de ôrde­
nes, en concrete, en la consideraciôn del conj unto de elementos de 
K que son finitos con respecte a un c1erto subcuerpo k de K y
un cierto orden 0 de K:
A(K,k) = {x 6 K : a G k con a + x G 6)
S in embargo, el teorema anterior résulta extremadamente vago en el 
siguiente sentido: iCuâl es la clausura real de K a la que se ejc
tiende 4*2 iPuede f i j ar se dicha clausura de antemano, es decir,
puede enunciarse el anterior teorema en un sentido estricto: dados
-  X l l l  -
K y K clausura real de K, (|) se extiende a un lugar de K.,.? 
i,De cuantas maneras puede extenderse (j) ? .
Es Knebusch en [kJ quien da una respuesta précisa a las
p regun las anteriores: la condicion que relac iona el lugar (p con 
un orden g de K que détermina una clausura real a la que (|) se 
extiende es que g y <!> son compatibles de la manera siguiente:
"si X 6 K es positive en g entonces (|)(x) > 0 en L o 
(j)(x) = oo (observese que en L hay un unico orden por ser realmeji 
te cerrado)". Esta compatibilidad es, de hecho, una condicion nece^ 
saria para que la extension sea posible, como puede comprobarse 
cilmente: supongamos que (|) : K ->■ L es una extension de # : K + L.
Puesto que en K y L hay un unico orden, la condicion de compa-
tibilidad se verifies automâticamente, y por tanto (p es, a su vez, 
compatible, con la restriccion g del orden de K a K. Knebusch 
demuestra que dicha condicion es tambien suficiente, y que ademâs, 
la extension de ^ a K es un ica.
Es tambien Knebusch (op. cit.) quien se ocupa del siguien­
te problems: Sea <j) : K ->■ L,<» un lugar real con valor es en el 
cuerpo realmente cerrado L, y sea F una extension finita de K. 
^Cuantas extens iones existen de ^ a lugares de F en L?. Para 
ello, denotemos por W(K) el anillo de Witt de K, es decir el 
anillo de clases de .formas bilineales no degeneradas de K. Pue^ 
to que L es realmente cerrado, la aplicacion signatura 
p : W(L) -+ Z : (a) G W(L) -»■ signatura (a) esta bien definida, y 
el lugar (}) define un horaomorfismo aditivo (|)^ : W(K) -+ Z, del ^
siguiente modo: dado a G K, si la clase aK*^ contiens un ele
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mento a* = ab^ tal que (|»(a') 5* 0 y <(i(a') ^ «> entonces 
(t»*(a) •» p(<(i(a*)). En otro caso <|i*(a) = 0.
Por otra parte, puesto que F |k es una extension finita, 
la traza define un homomorfismo adit ivo T* : W(F) + W(K) :
a la clase de la aplicacion bilineal B de L le hace correspon 
der la clase de la aplicacion bilineal = (B|^) de K. Con
esta notacion, Knebusch demuestra la siguiente fôrmula de la tra 
za:
i{>*(T*(x)) = I t|»*(x),
VI*
donde el sumatorio se toma sobre todas las extensiones ^ de  ^
a F con valores en L, y se supone cero si no existe ninguna ex 
tension. En particular, la formula anterior aplicada al elemento 
(1) G W(F), indica que
**(T*(1)) =
VI
donde n es el numéro de extensiones de d> a F.
I 1 = n
Sin embargo, ningun estudio habia sido realizado sobre ex 
tension de lugares a extens iones puramen te transcendantes o a ex­
tensiones arbitrerias (*). En cuanto a estas ultimas, probamos en
(*) Esta situaciôn contrasta fuertemente con la situacion general, donde es 
bien conocido el siguiente teorema (cf. [ z - s ], pâg. 26, teor. 11): "Sea F
una extension de K. Entonces, para cada lugar () de K, existen exten
siones (j)* de (|) a F con dim^ (|)* (= grado de transcendencia de <t>*(F)
sobre <(>(K)) igual a cualquier numéro entero entre 0 y el grado de trans^
cendencia de F sobre K".
§6, el siguiente resultado, mediante la tecnica de los ideales l£ 
calmente reales desarrollada en el capitule I:
Proposicion (6.7).- Sean K j/ L dos auerpos ordenadoSj E una
extension ordenada de K y sea ({) : K -*■ L,<» un lugar 
real de K, sobreyeativo y compatible con el orden de K. 
Entonces 4> se extiende a un lugar real compatible con el 
orden de E, (})* : E ^ donde L* es una extension
ordenada de L.
Observese que no se hace ninguna precision sobre la dimeri 
sion de 4>*, i.e. el grado de transcendencia del cuerpo residual 
de <|)* sobre L. Para extensiones puramente transcendentes la 
situacion es mas satisfactoria en este aspecto.
Demostramos la siguiente:
Proposicion (6.8).- Sea K un cuerpo y ^ un lugar real de K.
Sea E = K(Tj,...,T^) i^ na extensiôn puramente transcenden 
te de K. Entonces^ para cada d, 0 < d ^ r, existe un
lugar real de E, que extiende a ^ y tiene dimen-
siôn d sobre él.
Podrîa pensarse que con los resultados de extension 6.8 p^ 
ra las extensiones puramente transcendentes y el teorema de Knebusch 
para extensiones algebraicas, el problems de extensiones arbitrerias 
en el sent ido antes citado queda resuelto. S in embargo esto no es
cierto por la necesidad de exigir la compatibilidad entre ôrdenes
y lugares y para que la extension en el caso algebraico sea posible.
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Asî, es fâcil dar ejemplos de extensiones f |k con grado de tran^ 
cendencia >1 y lugares reales <J) de K que no admiten extensio­
nes a F con dimension relative 1 sobre (j).
Cent rândonos de ahora en adelante en cuerpos de funciones
de variedades algebraicas reales, es tambien Lang (op. cit.) quien 
abre el estudio de la existencia de lugares reales sobre los mis- 
mos. En efecto, motivado por un problems de especializaciones re^ 
les, Lang demuestra el;
Teorema de existencia de lugares reales racionales (Lang).-
Sea K un auerpo real o de funciones sobre un cuerpo real
mente cerrado R. Entonces existe un lugar racional sobre
R, (j) : K R,».
A partir de este teorema, se demuestra el famoso teorema 
de inmers ion de Lang:
Teorema (Lang’s Embedding theorem).- Sea K un auerpo 
real de funciones de grado de transcendencia n sobre un 
cuerpo realmente cerrado R, Sea E un cuerpo realmente
cerrado y extensiôn de K y con grado de transcendencia
n. Entonces existe un monomorfismo de K. en E que es 
la identidad sobre R.
No obstante, ambos resultados parecen caer en el olvido ge 
neral en que el articule de Lang se ve sumido hasta que de nuevo
Knebusch en 1972 [K^^ r edescubre el problems y u n  if ica ambos resul^
tados en el siguiente:
Teorema (Knebusch [K^]).- Sea K un auerpo real de funciones sobre 
un cuerpo realmente cerrado R y sea una base
de transcendencia de K sobre R, n > l. Sea E un cuer 
po realmente cerrado que contiene a R. Entonces, existen
a^,b^ G R, a < b^ (i=l n) taies que para cada n-tu
pla (ej,...,e^) de elementos en E con < e^ < b^,
existe un lugar sobre R, (^ : k E,» con (p(Ç^) = e^ 
1— 1,•••,n .
Resaltemos un aspecto muy interesante de este teorema. Para 
mayor claridad, supongamos E = R. Consideremos un modelo V de 
la variedad con cuerpo de funciones K, supongamos que el anillo 
de coordenadas de V sea una extensiôn algebraica de R [[ç ^ , . . . , ,
y sea ir la proyeccion de V sobre el espacio afin R^ de coor­
denadas Ç^,...,Ç^. Entonces el teorema anterior puede ser inter- 
pretado como sigue: existe un abierto U en R" de modo que para 
todo punto = (e^,. . .,e^) G U, existe un punto P G V que se 
proyecta sobre e^, y un lugar (J) : K -► R,«° centrado en P en V.
De este modo, aunque ni en el trabajo de Lang, ni en el del propio
Knebusch se especifica nada acerca de los centros de los lugares
encontrados, surge por primera vez la idea de que hay un abierto de
puntos de la variedad V en los que se puede centrar un lugar ra­
cional.
Esta idea habia sido demostrada ya parc ialmente po Dubois 
en 1970, [ou^] (aunque este trabajo era desconocido por Knebusch
pues el resultado de Dubois no es publicado hsta 1979 quien
prueba que un punto P 6 V es centro de un lugar real de R(V) 
si y solo si es un punto central. S in embargo nada se dice acerca 
del cuerpo residual de dicho lugar, salvo para el caso R = IR. 
Por fin, Brumfiel [Br^] en los teoremas ya mèneionados, detalla 
la situacion demostrando que para todo punto central P 6 V (resp. 
para todo ideal primo localmente real p de R^vJ) existe un lu­
gar real racional (resp. de dimension igual a la dimension de Krull 
de p) centrado en P (resp. en p). En este sent ido, el teore­
ma de Knebusch puede ser considerado como un caso particular del 
teorema de Brumfiel, donde el caso E R se obtiene considerando 
la variedad algebraica sobre el cuerpo E, el lugar de sobre R.
S in embargo nada habia sido dicho hasta el présente acerca 
de la posibilidad de encontrar lugares con diferentes ranges y di- 
mens iones y cent rados en un ideal dado. Este es el obj et ivo funda­
mental del capitule II; siguiendo la idea general expuesto al ini- 
cio de esta introducciôn, deberîa ser posible establecer un teore­
ma general sobre existencia de lugares reales con centro, range y 
dimension dados de antemano, analogo al que existe en caso general 
(cf. [ z - s ]  pâg. 1 0 6 ) .  Tal teorema es, en efecto, posible y es el 
resultado principal del capitule:
Teorema (10.8) . - Sea K un cuerpo real de funciones de grado de
transcendencia r sobre un cuerpo realmente cerrado R.
Sea A un dominio cuyo cuerpo de fracciones es K. Enton
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ces pava cada ideal primo localmente real p de k, para
cada par de enteros m y s taies que s > dim p y
s+m < Ty existe un lugar real de K sobre R, finito so
bre ky discretoy de rango m, dimensiôn s y centro p
en A.
La demostraciôn del teorema se realize en varias etapas 
que constituyen las diversas secciones del capitule y que res^
mimes en el siguiente esquema:
Curvas
Zar iski-
densas
II.
d im p dim p = s
IV. VII.
m = 1 cono
d im p = 0 -- ; tangente
s > 0 real.
V.
m = 1
dim p = t
s > t
Teorema 10.8
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Los pasos II -+ III y IV son faciles por un proceso
de extension del cuerpo base que permite reduc ir el caso de d im p 
arbitraria al de dim p = 0. Citemos que es este proceso, por otra 
parte clâsico, el que obliga a trabajar sobre cuerpos base real­
mente cerrados arbitrarios. La etapa V -> VI se realiza mediante 
la compos ic ion de lugares de rango 1 para la produce ion de luga­
res de rango arbitrario.
Para la demostraciôn de II, planteamos el problema en têr^  
minos geomêtricos: encontrar un lugar racional, de rango 1, discre^ 
to con centro en un ideal maximal p de A, équivale a encontrar 
una curva formai contenida en la variedad real V correspondiente 
a A, que pasa por el punto central P del ideal maximal p, y 
que es Zariski-densa en V, es decir si un polinomio se anula so^  
bre ella es cero sobre toda la variedad. La existencia de taies 
curvas constituye la etapa I en el anterior croquis y es estudia 
da en el §8 . Para ello son necesarios los teoremas de estructura 
de los conjuntos semialgebraicos de Lojasiewicz y Delzell ( [^ LoJ , 
[De]), asî como la introduce ion de un tipo especial de cuerpo, 
los llamados cuerpos de Cantor, que aparecen por vez primera en 
[Du^], y que son, hablando "grosso modo", aquellos cuerpos donde 
tiene sent ido la noc ion de convergencia de series de potencies.
La demostraciôn de IV (§10) refleja de modo întimo la geo^  
metrîa de las var iedades reales. Asî, en el caso de lugares arbi­
trarios, IV es una consecuencia d irec ta del proceso de explosiôn 
de la variedad con centro en un punto dado, pues, sobre un cuerpo 
algebraicamente cerrado en la transformada por dicha explosiôn, se
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obtiene una hipersuperficie que yace sobre el punto. S in embargo, 
esto no es cierto en geometria real: al estallar una variedad real 
con centro un punto P, no siempre se obtiene una hipersuperficie 
real sobre P, y menos aun, tal que su ideal sea localmente real. 
Por ejemplo, si se explota la superficie de : X^+Y^-Z^ = 0
con centro el origen 0 ,^ se obtiene un punto real en la t rans f or­
mada que yace sobre 0 ,^ pero no una subvariedad real de codimen- 
sion 1 (cf. §11). Por otra parte, la anomalîa desaparece si P 
es un punto simple de V. El camino para probar IV aparece, enton 
ces, claro: considérâmes un lugar discreto de rango 1 y dimensiôn 
cero con centro en P (esto es la etapa II). Por una versiôn el^ e 
mental del teorema de uniformizaciôn local de Zariski encontramos 
una variedad real V', birracionalmente équivalente a V, con 
R [v '] ZD R[v] y tal que (j) tiene centro un punto simple P ' en 
V. La explosiôn de V con centro en P ' permite obtener una va 
riedad de dimensiôn s (s = dimensiôn del lugar buscado) que y^ 
ce sobre P ' y por tanto sobre P. Ahora estamos en la situaciôn 
de III con lo que IV queda concluido. Citemos, por ultimo que IV 
incluye, en particular, la existencia de divisores primos reales 
sobre ideales dados, proporcionando una demostraciôn nueva y auto^ 
contenida de este hecho, cuya un ica prueba conocida (cf. [SCg]) 
se basa en el teorema de desingularizacion de Hironaka. Al mismo 
üempo demostramos que tal divisor primo puede ser obtenido siem­
pre mediante un numéro finito de explosiones, resolviendo afirma 
tivamente la conjetura planteada por Brumfiel en [Brg].
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El anâlisis de las explosiones de variedades reales cond^ 
ce al estudio del cono tangente real que ya comentamos anteriormen 
te.
El teorema 10.8 muestra que las ope iones para encontrar Iti 
gares reales con centro, rango y dimension dados son optimas, y c£ 
rrobora la idea de que es posible desarrollar una teorîa de valor^ 
c iones reales similar a la teorîa general cuando se usan los elemen 
tos caracterîsticos del lenguaje real: los ideales localmente rea­
les.
Abundando mas en esta lînea, el siguiente paso bacia la 
elaboraciôn de un estudio general de existencia de valoraciones 
reales, es el anâlisis de las cadenas de especializaciones de luga 
r es reales. Recordemos que una familia de lugares (ji^ , . . . ,(|)^  ^ es 
una cadena de especial izac iones si cada <|i^ se obtiene por compo- 
s ic ion de con un lugar 0  ^ del cuerpo residual de
Tenemos asî una composiciôn de lugares:
K - i J - ,  E.,;.- - ...
de forma que (j> ^ = 0 ^
Si denotamos por al anillo de valorac ion de (j)^ y
por su centro en un dominio A K, se tienen las siguientes
relaciones bien conocidas:
B o C  B i d  ... C  B^_l y p.^  3  Pi • • • 3  P„_i 
donde las inclusiones entre los ideales pueden ser igualdades. Por  ^
otra parte es sabido que un lugar <|) de rango m se factoriza C£
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mo composiciôn de m lugares de rango 1 produc iendo una cadena de 
especial izac iones (|)^  ^, . . , , 4> ^ , (J)^ = (|) donde (j)^ tiene rango i, 
El teorema 10.8 asegura la existencia de un lugar real 4» de ran­
go m con centro en un ideal p. Ahora bien, es évidente que la 
factor izaciôn de (p en lugares de rango I proporciona importante 
informaciôn geometrica: 4» puede factorizarse dando lugar a una
cadena estricta de ideales = P ^  Pj ^  ... ^  p^_^, que en suma
da lugar a una cadena de subvar iedades sobre W = t/(p), o puede 
factorizarse -yêndonos al otro extremo- de forma que todos los cen 
tros p^ coincidan con p^. En este caso 4* proporciona un mod£ 
lo birracional de la variedad V en el que W se corresponde a 
variedades W . de distintas dimensiones, determinadas por las d£ 
mens iones de los lugares 4>£-
Puede plantearse, entonces, el siguiente refinamiento de 
10.8 dado un ideal primo p localmente real y dados enteros m y 
s adecuados, ^puede encontrarse un lugar real 4> con centro en 
p, rango m y dimensiôn s de forma que factorice en m lugares 
de rango 1,2 ,...,m y cuyos centros y dimensiones sean f ij ados de 
antemano?. Enunciândolo de un modo preciso, sea A un dominio 
real con cuerpo de f racc iones K finit amen t e generado sobre un 
cuerpo realmente cerrado R y de grado de transcendencia r so­
bre R. Sea p^ 3  P j 3  ... 3  p^ j (donde los contenidos pueden
ser igualdades) una cadena de ideales primos localmente reales y
sea 0 s < s, < . . . < s , < r  una cadena de enteros de formao 1 m- 1
que s^ > dim p^. Planteamos el problema siguiente, que constitu
ye el objetivo del capitulo III de la memo r ia:
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(ESP) àExiste una cadena de especializaaiones de lugares reales,
. ,(j) J ,4»^  taies que 4>^  tiene rango m-i, dimen­
siôn i y centra en A?.
Senalemos que el problema analogo para lugares arbitra­
rios (tambien los ideales primos son arbitrarios) tiene respuesta 
afirmativa en un precioso teorema de Zariski (cf. [Z-S] pâg. 106).
Antes de seguir adelante con las respuestas obtenidas a 
la cuestion anterior comen taremos algunas apiicac iones mâs de las 
cadenas de especializaciones de lugares. Coste y Roy introducen 
en [c -r] la noc ion de espectro primo real de un anillo: dado un d£ 
minio real A, un punto del espectro primo real de A (Spec^A) 
es un par formado por un ideal primo real p de A y
un orden del anillo cociente A/p. En el mismo trabajo de-
mue s t ran que el conj unto Spec^A asî definido y con una topolo-
gîa adecuada es en efecto isomorfo al espectro primo de un cierto
anillo, y prueban que Spec^A es una poderosa herramienta para 
el estudio de la geometrîa real. En este contexts, debido a la în 
tima relac ion entre ôrdenes y lugares reales, las cadenas de esp£ 
cializaciôn pueden ser usadas para définir el concepts de dimen­
siôn. Supongamos para mayor s impiic idad, que A es un dominio f£ 
nitamente generado de grado de transcendencia r sobre un cuerpo 
realmente cerrado R y que A es el anillo de coordenadas de una 
variedad no singular V. Entonces la dimensiôn de un punto 
(p,g ) C Spec^A se define como la longitud mâxima de una cadena
»
de especializaciones de lugares reales del cuerpo de frace iones
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K de A, ()> , , . • • ,4», »4> > tal que (j> tiene centro p en A .m— 1 i o o
Con esta définie ion, es évidente que el teorema de Brumfiel ya 
mène ionado que prueba la existencia de un lugar de rango r c en 
trado en un punto central puede enunciarse de la forma "un punto 
es central si y solo si tiene dimension mâxima". Por ultimo las 
cadenas de especializaciôn ban sido usadas por Brumfiel en [Br^] 
para la descripcion de los ôrdenes de R(X,Y) centrados en un 
punto dado. Un proceso similar conducirîa a lo anâlogo para 
R(X,Y,Z), o variedades algebraicas de dimensiones 2 y 3.
Hay dos dificultades principales para el estudio de las 
cadenas de especializaciones de lugares reales. Por una parte el 
siguiente resultado, bâsico para la soluciôn del problema en el 
caso de lugares arbitrarios, falla en la situaciôn real: "si
Pj son dos ideales primos de A y es un lugar de K
con centro p^ en A, entonces existe un lugar (|)^ de K , e£ 
pecializaciôn de (j)j, con centro p^ en A'. Un contrae j emplo 
de este resultado en la situaciôn real es dado en §13. Citemos, 
simplemente aquî, el motivo de esta deficiencia: supongamos que 
el lugar dado (j)j tiene por cuerpo residual E j es decir
<|>i : K -> E J ,<n.
Entonces A/p^ se sumerge en Ej, y p^/p^ es un ideal primo del 
subanillo A/pj de E^ . Encontrar 4,^  es équivalente a encontrar 
un lugar real 0^ de Ej centrado en Pg/Pj en A/pj. Ahora 
bien, sabemos que entonces el ideal p^/p^ debe ser localmente 
real en A/pj con respecte a Ej. Esto obliga a ejercer un con-
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trol sobre los ôrdenes que existen en E , relacionândolos con 
los ôrdenes de A/Pj heredados de A. Este control es realizado 
en la memo r ia en el lema 13.6, que muestra que en las condiciones 
anteriores el lugar <j) j puede ser modificado de forma que Po/Pj » 
sea localmente real en A/p^ con respecto a E ^ .
La segunda dif icultad bas ica estriba en que, en general, 
los cuerpos residuales de lugares arbitrarios no son cuerpos de 
funciones, con lo que nos vemos privados de los resultados desarr£ 
llados en el capîtulo II. Esta dificultad impide que obtengamos 
una respuesta compléta para (ESP).
Basicamente el capîtulo III se organize como sigue: en 
§12 damos una demostraciôn original de un teorema de Brumfiel (te£ 
rema 12.6) del que se obtienen como corolar io geometrico las bue- 
nas propiedades de los ideales localmente reales respecto de la 
dimensiôn de Krull. Este teorema es el siguiente:
Teorema (12.6) . - Sea p . CZ P,- d  • ■ • (Z p - (Z P • .
^t t-1 ^1 ^o
i^ < ij^,..., < < if. wna cadena fuerte de ideales Zo
calmente reales taies que i. = dim p. , j =0 ,...,t . 
Entonces existe una cadena de esvecializaciones de luaa- 
res reales de K sobre R, ip^ j ' j <f>j. taies que
para cada j = 0, ...,r-l, el lugar () ^ : K ->■ E^ ,«>
es finito en A, tiene rango r-j, dimensiôn j y los
lugares (p^  tienen centro p^_ en A. Mâs aün, los
ideales 4)^  forman una cadena fuerte y estricta de idea »
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les localmente reales de A,
P r - 1  ^  • • * 5  S  " "  ^  Ç  P j ^ - i  Ç  • • • Ç
^  ^  P ^  •
En los epigrafes 13 y 14 se demuestran dos respuestas pa£
dales de (ESP). En el primero, teorema 13.9, son necesarias algu­
nas condiciones restrictives sobre las dimensiones s de los lu­
gares obtenidos, mientras que los centros son arbitrarios. Conere- 
tamente:
Teorema (13.9).- Con la notacidn de (ESP), si s^ = r -m +i
1 ^ i ^ m, (b^ arhitrario) entonces (ESP) tiene respue^ 
ta afirmativa.
En el segundo, teorema 14.4, las restricciones aparecen 
en la cadena de ideales, que debe ser estricta, y la relacion en 
tre ellos y las dimensiones s^:
Teo r ema (14.4) . - Si dim = s^, 0 ^ i m , entonces (ESP) tie
ne respuesta afirmativa.
Observese que 12.6 es un caso particular de 14.4. Por ul­
timo, en el §15 se dan algunas aplicaciones de los resultados ant£
riores. En particular demostramos (proposiciones 15.4 y 15.5) que 
para variedades algebraicas de dimensiones 2 y 3 (ESP) tiene res­
puesta afirmativa sin ningdn tipo de cortapisas.
Como comentario general al capitulo III dire que las de­
mo s t rac iones (por lo comun engorrosas y complicadas) se hacen por 
induce ion y utilizan los resultados sobre la clausura semientera 
y extension de lugares desarrollados en §4 y §6 .
Para finalizar digamos que aunque nues tra respuesta a 
(ESP) es solo parcial, creemos que e f ec t ivamen te , el problema t i je 
ne una respuesta afirmativa con toda generalidad. Esta es la con­
jetura con la que acabamos la memoria y esta introduce ion.

CAPITULO I: ANILLOS DE VALORACION REALES.
En este capîtulo se estudîan los an i1los de valoraciôn rea­
les en cuerpos arbitrarios, introduciendo las nociones y resultados 
générales que usaremos en los capîtulos II y III, como los ideales l£ 
calmente reales y la dependencia semientera.
§ 1. Cuerpos y anillos ordenados; terminologîa y no tac iones.
Fijamos en este primer epîgrafe las notaciones y definicio- 
nes bâsicas que usaremos en la memoria.
1.1. Dado un cuerpo K, un orden en K es un subconjunto g CI K
talque: (i) 6 + B C 3
(ii) B . B C  B
(iii) g n  (-B) = {0}
(iv) g (J (-g) = K.
Un cuerpo ordenado es un par (K,B) donde K es un cuerpo 
y g es un orden de K. Diremos que K es ordenable si admite un 
orden g. Después de los trabajos de Art in y Schreier [A-s] , es
bien sab ido que un cuerpo K es ordenable si y solo si verifies la
siguiente condicion algebraica:
2 2"si 6 K, 1 i ^ n , y x^ +...+ x^ = 0, entonces
X , = . . .= X  = 0" .
1 n
Usaremos indistintamente los terminos "K es un cuerpo real",' 
"K es formalmente real", y "K es ordenable" .
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1.2. Un subconjunto a de K que verifies sôlamente las condi­
ciones (i), (ii) y (iii) recibe el nombre de orden parcial de K. C£
mo en el caso anterior, un cuerpo parcialmente ordenado es un par 
(K,a) formado por un cuerpo K y un orden parcial a de K. En pa£
ticular todo orden de K es un orden parcial de K. Fij ado un orden
parcial de a de K, escribiremos a < b si b-a 6 a.
«
1.3. Todos los anillos considerados en esta memoria sen dominios
de integridad, conmutativos y con elemento unidad, pues sen siempre 
subanillos de algun cuerpo. Un anillo A diremos que es ordenable o 
real si verifies la condicion:
"si aJ +...+ a^ = 0, a^ 6 A, 1 ( i ( n , entonces
a, =...= a = 0".
Analogamente al caso de cuerpos, un orden en A es un subcon
junto 6 Q  A que satisface (i), (ii), (iii) y la condicion
(iv)' 8 U  (-6) = A,
y un orden parcial de A es un subconjunto a de A que cumple (i),
(ii) y (iii). Evidentemente, A es real si y solo si su cuerpo de
fracciones lo es.
1.4. Sea (A,a) un anillo parc ialmente ordenado. Un subconjunto
M (Z A se dice que esconvexo con respecto a g , o g-convexo. si para 
cada a ,b 6 a taies que a+b fi M, se tiene que a fi M r b 6 M.
De modo équivalente, si cuando 0 < a < b y b 6 M, entonces a 6 M.
1.5. Un ideal q de A es real si el anillo cociente ktq es
real, i.e. "si a^ +...+ a^ 6 q , a fi A , 1  ^ i ^ n, emtonces
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e q, 1 ^ i  ^ n".
En otras palabras, q es real si es convexo con respecto al 
orden parcial de las sumas de cuadrados de A.
1.6. Dados dos cuerpos ordenados (L^,8 j) y (1 2 ,82), diremos 
que (L2 ,82) es una extension ordenada de (Lj,8 )^ si CZ L2 ^
82 n  Lj = 81 . La condicion 82 fl Lj = 8 j équivale a 8^CZ 82 » Dir£ 
mos que la extension es arquimediana, o que (L2 ,82) es arquimediano 
sobre (L^,8 )^ (o simplemente que L2 es arquimediano sobre L^ si 
no hay ambiguedad en cuanto a los ôrdenes considerados), si para todo 
X 6 Lt, existe a 6 L, de modo que -a < x  ^ a .
1.7. Sea R un cuerpo realmente cerrado. Por una variedad alge­
braica real irreducible, V, de r ” entenderemos una variedad alg£ 
braica irreducible de r ” , cuyo cuerpo de funciones, R(Xj^  , . . . ,x^) , 
es real. Ademas de la topologia de Zariski en V, consideraremos la 
topologia indueida por la topologia producto en r ” , de la topologia 
del orden en R. Esta topologia sera llamada la topologia fuerte o 
euclidea de V .
1.8. Una f une ion f : R*' -► R se dice que es semialgebraica si es 
continua para la topologia fuerte y su grafo es un conj unto semialge- 
braico de r ”"^  ^.
§ 2. Ideales localmente reales. Caracterizaciôn de los ideales 
localmente reales en cuerpos de funciones
Introducimos, a continuaciôn, la clase de ideales que van a
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jugar el papel central en la teoria de valorac iones reales, como se 
demostrara en §3. Despues, damos una caracterizaciôn geometrica de 
dichos ideales en cuerpos de funciones, que muestra, en particular, 
que para variedades algebraicas reales no singulares estos ideales 
coinciden con las ideales reales.
2.1. Def inic iôn. - Sean A un euhanillo de unouerpo real K y p wn
ideal de A. Deoimoa que p es localmente real en A con 
respecto a K, si es radical, y para cada h,g 6 A,
V  2  V  2h =  I X ,  g =  I y x , y , 6 K, tales que h+g G p, 
i=l  ^ j=i J 1 J
se tiene h,g 6 p.
2.2. Notas. (a) Diremos que p es localmente real en A cuando sea
localmente real con respecto al cuerpo de fracciones de A.
(b) Sea el orden parcial en K de sumas de cuadrados
de elementos de K. E^ D  A es un orden parcial en A, formado por 
los elementos de A que son totalmente positivos. Entonces p es 
localmente real en A con respecto a K, si y solo si p es radi­
cal y (Ejç n  A) -convexo .
(c) Si un ideal p es localmente real entonces es real, p£
ro el reciproco no es cierto, (ver, por ejemplo, teorema 2 .2).
Dado un ideal p de A, le asociamos el minimo ideal lo­
calmente real que contiene a p de la forma siguiente:
2.3. Definiciôn.- Sea A un subanillo de un cuerpo real K, y p
un ideal de A. Definimos el radical local real de p en k
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con respecto a K como el conjunto:
/“KVp = {x 6 A : existen . ,y^ G K, r G IN, con
+ I  G p}
i=l ^
Observese que la diferencia entre la definicicn anterior y 
la del radical real estriba, en que en este, los elementos y^ pejr 
tenecen al anillo A, mientras que en el radical local real, son
 ^y_
elementos del cuerpo K. En este sent ido, resaltamos que /p depen
L
de de K. Escribiremos /p siempre que nos refiramos al cuerpo de 
fracciones de A. La siguiente proposition se prueba de forma totaj^ 
mente analogs al caso del radical real (c.f. por ejemplo [Re2] )•
2.4. Proposition.- (a) ^/p^ es un ideal de A.
(b) p es localmente real con respecto a K si y sôlo si
. p.
(c) ^/p^ es el minimo ideal localmente real con respecto a 
K que contiene a p.
(d) ^/p^ es la intersecciân de todos los ideales primos lo
calmente reales de A con respecto a K que contienen
a p.
(e) Si p es radical, p es localmente real con respecto a
K si y sôlo si sus asociados primos son localmente reales 
con respecto a K.
Para la caracterizaciôn de los ideales localmente reales en 
cuerpos de funciones, necesitamos introducir algunas nociones ad ic i£
6 -
nales. Sea V una variedad algebraica real irreducible de R , sea 
A = R[Xj,...,X^]/p = r[xj,...,x^] s u  anillo de coordenadas, donde 
p = J(V) y = Xj,+p, y sea K = R(Xj,,..,x^) el cuerpo de fun­
ciones de V. Representamos por Reg(V) el conjunto de puntos regu 
lares de V.
2.5. Def iniciôn [Duj].- Un punto p 6 V se dice que es centra I si
p 6 Reg(V), donde la adherencia se toma en la topologia 
fuerte de r". Denotamos por el conjunto de puntos cen
traies de V.
Existe una intima relac iôn entre el conjunto de puntos
centrales de V y las funciones regulares de V que son totalmente 
positivas en K. En efecto, la siguiente proposiciôn es bien conoc£ 
da (ver [d-r] , [Sch] , [r] ) :
2.6. Proposiciôn.- Una funciôn f 6 A es suma de cuadrados en K si 
y sôlo si f(x) ) 0 para todo x 6 V^.
Finalmente, la demostraciôn de los resultados 2.8 y 2.11 se 
apoya en el principio de Tarski ([Ta]). Una frase polinomial elemen 
tal A(Xj,...,X^) es una relation en la que intervienen un numéro 
finito de polinomios con coeficientes enteros, igualdades, desigual- 
dades, los cuantificadores "existe" y "para todo", y las conectivas 
"y", "o", "no" e "implica". Una frase polinomial elemental se dice 
que es cerrada si no tiene variables libres, i.e., todas las varia­
bles aparecen cuantificadas por "existe" o "para todo". El enun
ciado del principio de Tarski que usaremos es el siguiente:
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2.7. Principio de Tarski.- Sea A(Xj X^) una frase cerrada ele
mental. Entonces A(X^ X^) se verifica en un cuerpo real^
mente cerrado R si y sôlo si se verifica en todo cuerpo 
realmente cerrado.
Existe una amplia polétnica sobre el uso del principio de 
Ta rski en Geometrîa Algebraica Real. Nosotros nos regiremos, en este 
sentido, por un punto de vista practice: si el principio de Tarski pe_r 
mite simplificar y acortar una demostraciôn, ipor que evitarlo? , 6 por 
que repet ir paso a paso lo hecho sobre |R, comp robando que es cierto 
en nues tro cuerpo particular,si ello no es estrictamente necesario ?.
Volviendo a nuestro problema initial, empezamos con la cara£ 
ter izac iôn de los puntos cuyo ideal maximal es localmente real.
2.8. Proposiciôn.- Sea P un punto de una variedad algebraica real
irreducible V C  P", y sea el ideal de P en A, el
anillo de coordenadas de V. Entonces m es localmente
P
real si y sôlo si P es un punto central de V.
Demostraciôn . - Sea A = R [Xj^  , . . . , X^] / p, p = J(V). Supon­
gamos que P es un punto central de V y que h ^ ,h2 G A son dos 
funciones regulares totalmente positivas en R(V) taies que 
hj+h2 6 mp = fflp/p, mp = {f 6 R[X^,...,X^] : f(P) = 0}. Se tiene:
h. = - ^ ( 7  a^ ) i=l,2, b . , a . . G A ,  b . / 0 en A.1 j^2 ik 1 ik 1
Sean A^ ^ y  polinomios en R [Xj^  , . . . ,X^] taies que
i^,k'*'P " ®i,k’ ° y «i+P = i=l,2 .
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Tenemos y la condicion h^+bg 6 m^/p implica que existe
M 6 fflp tal que
Hi + H2 - M = G G p.
Supongamos que H^(P) < 0. Entonces, existe un entorno 0 
de P en R*' tal que HL(Q) < 0 para todo Q G fl. Por la forma de 
hj, se sigue que para todo Q G BL(Q) = 0, es decir se
anula en un entorno de un punto central de V. Entonces, ([DUj]),
B^ G p, contradiccion. Por tanto Hj(P) ^ 0  y H^tP) > 0. Sustitu- 
yendo en la ecuacion de arriba obtenemos
Hj(P) + HgfP) = 0.
de donde H^(P) = HgCP) = 0. Pero esto signifies que hj.hj G Wp, lo 
que prueba que rWp es localmente real.
Reciprocamente, supongamos que P ( V^. Entonces existe una 
bola abierta B^(P) = {x 6 r" : (x^-p^)^ +...+ (x^-p^)^ - e < 0} tal
que B^(P) D  As 1 pues, la f une ion h(x^-p^)^ +...+ (x^-p^) ^ -E
es no negativa sobre y en consecuencia suma de cuadrados en R(V),
Ahora,
E+h = (Xj-pj)^ +...+ (x^-p^)^ G Wp
y ambas funciones e y h son totalmente positivas. Como e G , 
se sigue que no es localmente real, lo que concluye la proposi-
c ion .
Para la demostracion del caso general probamos primero un le^  
ma que en los numéros reales es un caso particular de la desigualdad 
de Hormander-JLojasiewicz .
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2.9. Lema.- Sea S un aonjunto semialgebraiao^ cerrado y acotado de 
r” . Sean V y G dos polinomios no negativos sobre S 
y tales que:
Zg(F) = {x 6 S : F(x) =0} C  Zg(G) = {x G S : G (x) = O) .
Entonces existen una constante positiva X 6 R y un numéro 
natural N tal que fG(x)|^ ^ AF(x) para todo x 6 S.
Demostracion.- Para cada elemento positive r G R cons id
ramos
= G ^(r) = {x G S : G(x) = r}.
Por ser S semialgebraico, cerrado y acotado el polinomio G(x) al-
canza un maxime en S. En efecto, la frase :
"existe y G S tal que Vx G S, G(x) ^ G(y)" 
es elemental y es cierta en los numéros reales. Por tanto, tambiên lo 
es sobre cualquier cuerpo realmente cerrado R en virtud drl princi­
ple de Tarski.
Sea b = max {G(x ) : x G S}. Entonces S = U  S . Anâ
rG[0,b]
logamente, para cada f 0, F(X) alcanza un mînimo en S^. Defi-
nimos la funciôn:
h : [0,b] R , h(r) = min {F(x ) : x G S^}
De nuevo por el principio de Tarski, la funciôn h es semialgebraica,
2
i.e., h es continua y su grafo es un conj unto semialgebraico de R .
Por otra parte, la hipôtesis Z^(F)CI Z^(G) implica que Vr G [o,b],
h(r) > 0  y, por tanto, la funciôn g(r) = . es semialgebraica.h(r)
Sea
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U(T,Z) = a^(T)Z™ + Z j C D z " *   ^ +...+ a^(T) 6 R [ t  , z]
un polinomio irreducible tal que U(r,g(r)) = 0 Vr G [O,b] . Multiply 
cando U(T,Z) por a^(T)"* tenemos
(a (r)g(r))*" + a, (r) (a (r) g(r) )"*  ^ +...+ a ( r ) . ( a ( r ) ) "  ^ = 0,
O  X O  in O
y a^(r)g(r) es raîz del polinomio monico Z™ + E b ( r ) Z™ ^, con 
bj(r) = a j (r)(a^(r))  ^ ^ . Por tanto, para cada r G [o,b] ,
|a^(r).g(r)|  ^ 1 + I (b^(r))^,
I + E(b.(r))2 
de donde, g(r) ( --------------  .
U o ^ ’'^  I
Si a^(X) = a^(T), b^(0) 4 0, se sigue:
h(r, , . r"
1 +E(b^(r))^ 1 +E(b^(r))^
|b (r)I
donde X = min {------------ T : r G |o,b|}.
1 +E(bj(r))
Pero h(r) > Xr^ signifies F(x) > X|g (x )|^ para todo 
X G S, y el lema queda demostrado.
El siguiente resultado caracteriza las subvariedades de V 
cuyos ideales son localmente reales, como aquellas que contiene sufi^ 
cientes puntos centrales de V. Mas concretamente,
2.10. Def in ic ion.- Una subvariedad M de V decimos que es centra I 
si W P) es Zariski-denso en W, i.e. J ( W D  V^) = J(W).
Recordemos que la condicion J(W H  ) = J(W) es equivalen 
te a decir que D  Reg(W) tiene interior no vac io en Reg(W) con
la topologîa fuerte de W (cf. [Re]).
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2,11. Teorema.- Sea V una variedad algehraica real irreducible de 
r" y sean W una subvariedad de V y q = J(W) su ideal
en r[v]. Entonces q es localmente real si y sôlo si W
es una subvariedad central de V.
Demostracion.- Sean 6 R[v] = R [ x   ^,... ,X^ ] / p , p = J(V)
dos funciones totalmente positivas taies que h^+hg G q. Fijemos
1 ' i
hi(x) =   ^  ( l |a , (x)| ), b (x), a (x) G R[v],
|b.(x)r k=l ^
bj 0 , i=l,2 .
Por ser W central en V, existe un abierto 0 en V tal que 
n n  W CI Reg(W) n  V^. Afirmamos que para todo y G fi H  W se tiene 
h^(y) > 0, i=l,2. En efecto, supongamos, por ejemplo, hj(y^) < 0,
y^ 6 fi n  W. Entonces existe un entorno abierto fi'CI fi de y^ tal
que hj(z) < 0  Vz G fi'. Por la forma de hj^  esto signif ica que
bj(z) = 0  Vz G fi' y por tanto bj se anula en un entorno de un pun
to central y^, es decir b^(x) = 0  en p[v], contradiccion. Asi 
pues hj(y) > 0 y hgCy) > 0 Vy G fi fl W. Pues to que h^+hg 6 Q
se tiene que li ( y )+h 2 (y ) = 0  Vy G fi D  W, de donde h^(y) = h2 (y) =0.
Por consiguiente, hj^ y hg se anulan en un abierto de Reg(W), lo 
que implica h^,h2 G Q . Como q es radical, q es localmente real.
Recîprocamente, sea q = (f^,...,f^)R [v ]  y supongamos que
J (W n  V^) ^ J(W). Sea g G R[v] tal que g G J (W H  V^)\J(W) y pon
2 2 gamos f = fj +...+ f^. Se tiene:
Z (f) = {x 6 V : f(x) = O l e  Z (q) = {x G V :
c  ^ c ^
: g(x) = 0 }.
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Sean F^, G G r [Xj ,...,X^] tales que F\+p = y G+p = g. Dis^
tinguimos dos casos :
(a) es acotado. Entonces, por el lema 2.9 existen N G IN
y X G R, X > 0, tales que |g(x)|^^ < XF(x), Vx 6 . En otras
palabras, Vx G V^, XF(x) - G(x)^^ ^ 0  y por tanto, la funciôn 
h(x) = Xf(x) - g(x)^^ G R[v] es suma de cuadrados en R(V). Pero,
g(x) + h(x) = Xf(x) G q,
y tanto g(x) como h(x) son sumas de cuadrados en R(V). Como
por construccion g(x) 0 q (pues q es radical), q no es lo­
calmente real.
(b) no es acotado. Despues de un cambio de coordenadas
podemos suponer V {x G R^ : |x| > 1). Considérâmes la transform^
cion <p, <j)(x^ ) = = ----2 (inversion respecte a la circunf eren-
I X I
cia unidad) . El conjunto S = (j)(V^ ) U  ( (0, . . . , 0) } es un semialgebrai^
CO cerrado y acotado de r ” , y los polinomios
F'(z) = (z|^®--F( - — ^ )  ,
I x| Iz|
G'(z) = |z|^^ C (--^  , --^ )  ,
|x| |z|
donde s y t son los grades de F(x) y G(x) res pec t iv amen te, ver i^ 
fican que (F')CZ Z^(G '). Sustituyendo G por una potencia conve- 
niente podemos suponer t > s . Como en (a), existen X, N , tales
que
XF' (z) - |g '(z ) I > 0 Vz G S.
Para un M suficientemente alto (exactamente M > Nt-s) , tenemos 
X|x|^” F(x) - Ig (x )|^” > 0 Vx G V .
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La demostracion concluye ahora, como en (a), es decir, la funciôn
h(x) = A I x | f ( x )  - g(x)^^ 
es suma de cuadrados en R(V), pero
g(x)^^ + h(x) = A I X I f ( x )  6 q.
Como g(x)^^ 0 q , q no es localmente real, lo que compléta el teore^
2.12. Observaciones.- (a) La demostracion anterior resuelve el proble^
ma planteado por Brumfiel (cf. [Br^]) de encontrar una caracteriza-
cion de los ideales localmente reales por metodos elementales. La mi^ 
ma demostracion se extiende palabra por palabra para caracterizar las 
subvariedades W de V cuyo ideal es convexo con respecto a 1 orden 
parcial derivado de un orden parcial finitamente generado
[g j , . . . , g j.] en R[v] (cf. para la notacion y nociones nec£
sarias): son aquellas que ver if ican que la in tersecc ion W D  Q
n  {g 2 ^ 0,...,gj_ > 0} es Zariski denso en V.
(b) T. Recio (cf. [d -R]) ha conj eturado que el conjunto de 
puntos centrales de una variedad algebraica real es un conjunto semi­
algebraico cerrado basico, i.e. puede ser expresado como:
= {x 6 r” : hj(x) > 0,...,hg(x) > 0}, h^ 6 r[Xj,...,xJ,
1 < i 3 s .
Dicha conjetura ha sido probada por J. Ruiz ( [ R u ] ) para superficies. 
Suponiendo demostrada la conjetura, el teorema 2.9 es una consecuencia 
facil del teorema de los ceros de Stengle (cf. [St]): en efecto, si
14
f, g, F y G son escogidos como en la segunda parte de la demostra­
cion del teorema, la condicion Zy ( f ) C  Zy (g) signif ica que 
g 6 J(V^n {f = o}) y por el resultado de Stengle, existen N 6 IN 
y a e s[hj,...,h^] -es decir, a es un polinomio en 
con coeficientes en el semianillo S de las sumas de cuadrados de 
R[xj,...,X^]- taies que
G^^ + a e (F).
Pero a es no negativo sobre y por tanto totalmente poéitivo en
R(V). Tomando cocientes modulo p, résulta:
g^” + a e ( f ) C  q.
2NComo g 0 q, q no es localmente real.
(c) Obsêrvese que una condicion suficiente para que q sea 
localmente real es que exista un punto Q 6 W que sea simultanéamen 
te regular en V y W. No obstante, esta condicion no es necesaria, 
como muestra el ejemplo 2.13(b).
2.13. Ej emplos.- (a) El ideal m = (x,y)A , en el anillo 
A = R [x,y] /(Y^+X^-X^) no es localmente real, pues el origen no es 
un punto central en la cubica Y +X -X = 0. No obstante, m si 
es un ideal real de A.
(b) Sea V = l^(X^-ZY^) (paraguas de Whitney) y W el e j e Z. 
W es una subvariedad central de V, pues W PI es el semieje po­
sitive, que es Zariski-denso en W. Por consiguiente q - (x ,y)IR| V| 
es localmente real en R [ v ] , aunque W y V no tienen ningun punto 
regular en comun.
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(c) Sea V = l/(Z (Y^+X^)-X^) CI (paraguas de Cartan) . V
es un cono sobre la cub ica X^+Y^-X^ = 0 situada en el piano Z = 1
y con ver Lice en el origen. Por tanto el ej e Z corta al conjunto
de puntos centrales solo en el origen. En consecuencia, el ideal
q = (x, y )IR [ v ]  no es localmente real. Esto puede ser comprobado direc^ 
Lamente como sigue: tenemos
z(x^+y^) - x^ = 0,
de donde
2 2 X - z = zy /x ,
y finalmente, zx-z^ = z^y^/x^.
Pero
Asî pues zx-z es un cuadrado en R(V). Ahora
z + (zx-Z ) = zx G (x)c <?. 
i q, luego q no es localmente real.
Fig.l: Paraguas de Whitney
Fig. 2: Paraguas de Cartan
Finalizamos el epîgrafe con unas aplicaciones del teorema
2 . 1 0 .
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2.14. Corolario.- Sea V una variedad algebraica^ realy irreducibley
no singular de r " .  Entonces, los ideales reales de R [ v ]  
coinciden con los ideales localmente realmente reales de 
r [ v ] .  En particular, cualquier ideal real de r [ X j , . . . , X ^ J  
es localmente real.
2.15. Corolario.- Sea A un dominio de integridad real y finitamente
generado sobre R. Entonces cualquier ideal maximal entre 
los ideales localmente reales de A es naximal.
Demostracion.- Sea m un ideal de A que es maximal en el 
conjunto de ideales localmente reales. Sea V una variedad cuyo ani_
1lo de coordenadas es A. Entonces m define una subvariedad cen­
tral W de V. Sea x 6 W D  y consideremos el ideal maximal
J({x}) ZD m. J({x}) es localmente real por 2.5 y por tanto 
m = J({x}).
§3. Anillos de valoracion reales. Caracterizacion.
Tomando los ideales localmente reales como punto de partida, 
se puede desarrollar una teoria de anillos de valoracion reales simi­
lar a 1 caso general, caracterizando dichos anillos como los ideales 
maximales entre los ideales locales cuyo ideal maximal es localmente 
real.
3.1. Definicion.- Sean K un cuerpo real y A ur. anillo de valora 
ciSn de K.
Diremos que A es un anillo de valoracion real si su cuerpo
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residual es real (o, equivalentemente, si su ideal maximal
m. es real).A
Es inmediato comprobar que si un cuerpo K tiene un anillo 
de valoracion real entonces K es real. Para aspectos tecnicos, ex- 
tendemos la clase de ideales localmente reales como sigue:
3.2. Def inicion.- Sean A un subanillo de un cuerpo real K y p
un ideal de A. Decimos que p es totalmente real con re£ 
pecto a K st para cada x^ ,...,x^ 6 K taies que 
Xj +...+ x^ G p se tiene G p, 1 < i < n.
3.3. Observaciones.- (a) La diferencia entre la definiciôn anterior 
y la de ideal real, esta, en que aquî los elementos x^ se toman en 
K, mien t ras que en la de ideal real ban de pertenecer al anillo A. 
Es inmediato que
totalmente real  localmente real — ) real.
(b) La définie ion 3.2 es altamente restrictive. En efecto, 
en particular, implica que todo elemento de A que es suma de cuadr£ 
dos en K lo es en el cuerpo de fracciones de A. Mas precisamente, 
sea b 6 p y denotemos por b ^p el conjunto
b ^ p = { a / b  : a 6 p} C  K
Entonces todo elemento de A que es suma de cuadrados en K
lo es en L = D b ^p. En efecto, sea f = f^ +...+ f^, f. G K 
bSp 2 ^
y sea b G p arbitrario. Multiplicado por b résulta:
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b^f = (bfj)^ +...+ (bf^)^ G p,
luego bf^ G p 1 < i < r , de donde G b  ^ p.
Por supuesto, cualquier elemento f G A que sea suma de cu£
2 2drados f = +...+ con algun f^ ( A , genera un ideal que no
es localmente real. As i pues, la def inicion 3.2 no pa rec e interesan- 
te en sî misma, y solo la usaremos para enfatizar el fuerte comporta 
miento de los ideales de los anillos de valoracion reales.
El siguiente resultado motiva la definiciôn 3.2.
3.3. Proposicion.- Sean K un cuerpo real y A un anillo de Valora 
ciôn de K. Entonces, son équivalentes:
(a) A es un anillo de valoraciôn real.
(b) El ideal maximal de A es localmente real.
(c) El ideal maximal de A es totalmente real.
Demostracion.- (c) =» (b) =» (a) es inmediato. Probaremos,
2 2pues, (a) ==*> (c). Sean Xj,...,x^^ G K taies que Xj +...+ x^ G m^.
Sea V la valoraciôn canônica asociada a A, y sea
v(Xg) = min {v(x^),...,v(x^)} . Entonces, si v(x^) > 0  se tiene que 
para todo i, 1 < i £ n , v(x^) > 0  y por tanto x^ G . Suponga
mos v(x^) < 0. Entonces x^  ^ 6 A y
(x"S^(xJ +...+ xf) = 1 + ^  (x"^x,)^ G m^.A
-IPero, por construcciôn x^ .x^ G A y es real por hipôtesis. Se
sigue, pues, que 1 G m^, contrad icc iôn.
Paralelamente al caso clasico se tiene:
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3.4. Propos ic ion.- Sea A un anillo de valoraciôn real de un cuerpo
K. Entonces:
(a) Cada subanillo B tal que ACZ BCZ K es un anillo de 
valoraciôn real.
(b) El ideal maximal de un anillo B en las condiciones
de (a) es un ideal primo de A totalmente real.
(c) La aplicaciôn p A^ es una biyecciôn, que invierte el 
orden, entre el conjunto de ideales primos de A y el 
conjunto de anillos B, A (Z B (% K. La aplicaciôn inver
sa es B ->■ m^.
Demostracion.- (a) Que B es un anillo de valoraciôn es c£
nocido. Sea su ideal maximal. Se tiene CI Y *”g es un
ideal primo de A. Vamos a ver que B es real. Supongamos
2 2Xj,...,x^ 6 B taies que x^ +...+ x^ 6 y, digamos, x^ 0 m^.
Entonces, pues to que B es un anillo de valoraciôn, x ^ ^ G B y
(xj^)^(x^ +...+ x^) = 1 + (x^^x^)^ +...+ (xj^x^)^ G "igCZ .
Pero, por 3.3(c), es totalmente real y séria 1 G m^, contradi£
ciôn. Asî pues, x^ G , 1 ^ i < n, lo que prueba que es real
y su consecuencia que B es un anillo de valoraciôn real.
(b) es inmediato después de (a) y 3.3 (c).
(c) es conocido por la teorîa general de anillos de valora­
ciôn (c f . [Bo]) .
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3.5. Corolario.- Sea A un anillo de Valoraciôn real de K. Enton­
ces todos los ideales primos de A son totalmente reales (y 
'a fortiori' localmente reales).
3.6. Nota.- El corolario 3.5, en su segundo enunciado, es un caso pa£ 
ticular de una situacion mas general que estudiaremos mas adelante
(ver 4.6.).
Siguiendo el desarrollo clasico hacia el teorema de caracteri. 
zacion, necesitamos ahora un analogo real al lema de Chevalley sobre 
extension de ideales. Dicho resultado aparece por primera vez en 
[Br^] subsumido en una demostracion mas general. Por completitud, e£ 
tablecemos separadamente y damos aquî una prueba detallada del mismo. 
Precisamos de un lema que enunciamos sin demostracion, que usaremos en 
varias ocasiones en lo sucesivo, y cuya prueba puede encontrarse en
[Brj] .
3.7. Lema([Brl^).- Sea A un subanillo de un cuerpo real K. Sea
3 la restricciôn a A de un orden parcial de K, y sea p 
un ideal primo de A que es ^-convexo. Entonces existe un 
orden total $ en K que extiende a g tal que p es con 
vexo con respecto a g H  A.
La demostracion se hace aplicando el lema de Zorn.
3.8. Lema (Lema de Chevalley real, [br^]).- Sea A un subanillo de
un cuerpo real K. Sean, g un orden total en K, m un 
ideal de A que es (g D k)-convexo y x G K, x 4 0. En
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tonces o existe un ideal m' en A [x] que es (g Q  A [x] ) - 
-convexo y m ' 2 ) m A [x], o existe un ideal m" en A [x
que es (g fl A [x ^'])-convexo y m" 3  mA[x ]^ .
Demostracion.- Cambiando x por -x si es preciso, pode­
mos suponer que x > 0 (todas las desigualdades son con respecto al 
orden g). Si no existe un ideal propio m ' en A[x] que es
( g n  A [x] ) -convexo y tal que m ' 3  m A [x] , existen a^..... a^ G m,
taies que:
1 < a x"* + a.x™  ^ +...+ a (*)^ o 1 m
En efecto, el conjunto H = {f G A[x] : ( a^x™ +...+ a^, a^ G m},
es un ideal de A [x] , contiene a mA [x] y es (g D A [x] ) -convexo.
Por tanto, H es propio si y sôlo si 1 0 H .
Analogamente, si no existe un ideal propio m" en A[x 
tal que m" 3  m A [x y es gfl A[x -convexo, existen b^,...
...,b^ 6 m taies que
1 < b ^ x " "  +  b ^ x " " ^ ^  + . . . +  b ^ .  ( * * )
Tanto m como n son positivos, pues supongamos, por ejem
plo, m = 0. Entonces 1 $ ag, a^ G m, y puesto que m es
(g n  A)-convexo, serfa 1 6 m, contradiçciôn. Tomemos m y n mîn£
mos entre los enteros que verif ican ecuac iones del tipo (*) y (**),
y, supongamos m > n. Entonces, a^ ^ 0 y b^ ^ 0, pues si no,
1 $ a x™ +... a $ a ,x™  ^ +...+ a . o m l m
Mu 11iplicando (**) por x™, résulta :
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x"’(l-b^) < b^x"" " +...+ b^_jx"'  ^ (***)
Pero 1 -b^ > 0 (pues si 1 <: b^ , como b^ € m ser ia 1 6 m , absu£ 
do), y multiplicando (*) por 1-b^, obtenemos:
1-b ^ a x”’(l-b ) +...+ a (1-b ),n ' o n m n
y sust ituyendo el valor de x*"(I-b^) de (***),
1-b  ^ a (b X  *'+..,+ b , X  ^)+...+ a ( l - b ) ,  n o o n-1 m n
que properciona una ecuacion de tipo (*) con exponents estrictamente 
mas bajo que m, contradicc iôn. Por consiguiente el lema queda de­
mo s t rado.
3.9. Corolario.- Sean, A un subanillo de un cuerpo real K, m un 
ideal de A que es localmente real con respecto a K, y
X G K, X y 0. Entonces, o /mA |^xj es un ideal propio
en A [x], o *^mA[x  ^J es un ideal propio en a[x .
Demostraciôn.- Es suficiente demostrar el corolario cuando 
m es primo. Entonces, por el lema 3.7, existe un orden total g 
en K tal que m es (g D A)-convexo. Pero, por el lema 3.8, pod£ 
mos suponer que existe un ideal m' en A[x] tal que m ' 3  mA|x| 
y m ' es (g D A[x])-convexo. En particular, m ' es localmente
real y, en virtud de 2.4(c), /mA J^ x^  (2 m'.
Para enunciar el teorema de caracterizaciôn, recordamos, que 
dados dos anillos locales A (2 B , se dice que B domina sobre A 
si mg n  A = m^, donde m^ y m^ representan los ideales maximales 
de A y B respectivamente.
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3.10. Teo r ema.- Sean K un cuerpo real y k un subanillo de K. En
tonces, las condiciones siguientes son équivalentes:
(a) A es un anillo de valoracion real.
(b) K es el cuerpo de fracciones de A en K, el conjunto
de ideales de A esta totalmente ordenado por la relaciSn
de inclusion y todos los ideales primos de A son localmen
te reales con respecto a K.
(c) A es un elemento maximal en el conjunto F de subani- 
llos locales de K cuyo ideal maximal es localmente real
con respecto a K, ordenado por la relaciôn de dominaciôn.
Demostracion.- (a) (b). Las dos primeras afirmaciones
de (b) son conocidas por la teorîa general de valoraciones, y la rea 
lidad local de los ideales primos de A se sigue de 3.5.
(b) (c). Puesto que el conjunto de ideales de A esta
totalmente ordenado por inclusion, A tiene un unico ideal maximal
, y en consecuencia, A es local. Mas aun, por ser localmen
te real con respecto a K, A 6 F. Supongamos que B 6 F, A d  B
y que B domina sobre A. Sea b 6 B; en particular b 6 K y
por(b), es b = m ,n 6 V . Pero, mA d  ”A, o mA 3  nA. En el
primer caso, b 6 A, y en el segundo, b  ^6 A. En este, como
-1 _ 1
b 6 B y B domina sobre A, b g y por tanto b es una
unidad en A. Consecuentemente b 6 A, luego, en cualquier caso
b 6 A lo que prueba B d  A.
(c) => (a) Sea A maximal de F, y supongamos x G K
ta 1 que x g A y x  ^ g A . Como el ideal maximal de A
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es localmente real con respecto a K, uno de los ideales
£ £----------K
/m^A[x]^, /m^A[x J es propio en el respectivo anillo A[x] ô
Tomemos, por ejemplo, el primero, y sea p un ideal primo
£
de A [x] , localmente real y tal que p ZD /mA j^ xj . Entonces 
B = A [x] ^  6 F en virtud del lema siguiente 3.11, B (2 A y B domi. 
na sobre A, lo que contradice la elecciôn A.
3.11. Lema.- Sea A un subanillo de un cuerpo real K y sea p un 
ideal primo de A que es localmente real con respecto a K. 
Entonces pA^ es un ideal primo de A^ que es localmente 
real con respecto a K.
Demostracion.- Sean h^ G A^ elementos totalmente positif 
vos en K taies que b^+h^ G pA^. Fijemos = a^/b^, a^,bj G A,
b^ g p , i=l,2. Entonces b^a ^ + b ^ a^ 6 p , y multiplicando por
b ^ bg obtenemos
Como b j^a ^ = b? es totalmente positive en K. Puesto que
^ 2 2 
p es localmente real, se sigue ^ 2^ i^I  ^ P Y ^ 1^2^2  ^P Y por
ser p primo, a^,a^ G p. En consecuencia h^,b^ G pA .
3.12. Observacion.- La misma demostraciôn sirve para probar que, si 
g es un orden (parcial o total) en K y p es (g H  A)-convexo, 
entonces pA^ es (g (1 A^) -convexo.
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Terminamos el epîgrafe con una aplicaciôn del teorema 3.10 
que const i tuye uno de los resultados fondamentales en la teorîa de 
valoraciones reales. En ella, los ideales primos localmente reales 
de un anillo, aparecen como cent ros de d ic ha s valoraciones, confijr 
mando que éstos, deben tomarse como la clase de ideales apropiada 
para la elaboraciôn de una teorîa de valoraciones reales.
3.13. Teorema (Teorema de existencia de valoraciones reales, r^] )
Sea A un subanillo de un cuerpo real, y sea p un ideal 
primo de A, localmente real con respecto a K. Entonces 
existe un anillo de valoraciôn real B de K tal que 
A d  B y Mg n  A = p, donde représenta el ideal maxi­
mal de B.
Demostraciôn.- En virtud del lema 3.11, pA es localmente-------------  P
real en A con respecto a K. Por el teorema 3.10 (c), si B es
un elemento maximal de 0 dominando sobre A^, B es el anillo de
valoraciôn real que buscamos.
3.14. Observacion.- H a b i d a cuenta de que en la demostraciôn anterior 
sôlo se usan los lemas 3.8 y 3.11, se sigue de la observaciôn 3.12 
que el teorema 3.13 también es valido en la situaciôn siguiente:
"Si 3 es un orden total en K y p es (0 H  A)-convexo, 
entonces existe un anillo de valoraciôn B de K, B A y 
Mg n  A = p, tal que Mg es (0 H  B)-convexo".
Este es el enunciado con el que aparece por primer vez en 
[Sr . Para una demostraciôn diferente y simple del mismo result£
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do, haciendo use de la interrelacion entre ordenes y anillos de valo^ 
rac ion convexos para dichos ordenes, viase [ S r , pag. 9 .
§ 4. Interseccion de los anillos de valoracion reales. Clauaura 
seraient era.
Computamos en esta secciôn la interseccion de los anillos de 
valoraciôn reales que contienen a un anillo dado A. Motivados por 
la caracterizaciôn de la dependencia entera en têrminos de los ani­
llos de valoraciôn, se define la nociôn de dependencia seraientera y 
estudiamos algunas propiedades de la misma.
Sea B un anillo real. Definimos los conjuntos:
8 (B) = {1 + Fy^ : y^ G B}, y S(B)“  ^ = {l/s : s G 8 (B))
8ea A un subanillo de un cuerpo real K, y denotemos por A el
conjunto de elementos de K que ver if ican una ecuaciôn
sx" + a ^ x"  ^ +...+ = 0, s G 8 (K), a ^ ,. . . ,a^ G A.
Observese que A contiene a los elementos enteros sobre A, s in
mas que poner s = 1 G 8 (K). El siguiente resultado es una aplica­
ciôn del teorema 3.10.
4.1. Teorema.- Sea A un subanillo de un cuerpo real K. Denotemos
por A[s(K)" el subanillo generado por A y 8 (K) ^, y
por A[8(K)~^J su clausura entera. Entonces,
A[s (K)~^] « A~ = n Vj
donde la intersecciôn esta tomada sobre todos los anillos 
de valoraciôn riales que contienen a A.
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Demo s t rac ion . - Probaremos que A [s ( K ) Cl D  Â”, y pue£
tc que, por la propia definiciôn de A% A~CI A[s(K) , se tendra la
igualdad. Sea V un anillo de valoracion real que contiene a A. Eti
tonces, si s 6 S(K), s G V o s ^ G V .  Veremos que en cualquier ca-
-1 2 so s G V. En efecto, si s = 1+ Ey^ G V , y^ G K, s tiene que
ser una unidad en V, pues de otro modo séria I+Ey? 6 , y como
V es localmente real, 1 G , contradicciôn. Por tanto, para todo
s G S(K), 1/s G V, de donde A [s  ^ (K) ]C V. Como V es întegramen
te cerrado, esto prueba A [s   ^(K)] CZ
Sea, ahora, x g A. Afirmamos que *^ x  ^A [x es un ideal
propio de A [x En efecto, si no, tendrîamos:
1 + Ey^ = x"^.f(x~S, y^ G K, f(x~S 6 A[x"^].
Sea n el grado de f(x ^) y multipliquemos por x"^^. Se tiene
x"^^ ( 1 + Ey^) = g(x), g (x) G a[x] ,
con g(x) de grado n. Pero si s = 1 + Ey^, la ecuaciôn anterior, 
sx"^^ - g(x) = 0, indica que x G A~, absurdo. Asî pues.
*^ x  ^ À [x es un ideal propio de A [x . Cons ideremos un ideal
primo p de A[x , localmente real con respecto a K tal que 
p ZD *^^ x  ^ A [x ^  . For 3.10, existe un anillo de valoraciôn real V 
domirando sobre A[x ^ . En particular x  ^ G p C  Wy y por tanto 
X g V, lo que prueba el contenido R v ^ C Z  AZ
4.2. Observaciones.- (a) Otras caracterizaciones de la intersecciôn 
de los anillos de valoraciôn reales que contienei a A aparecen en 
[BrJ y [Br^] .
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(b) un primer vistazo al conjunto A[s(K) pone de mani-
fiesto el pequeno numéro de valoraciones reales existantes: en efe£ 
to, el conjunto A[s(K) es mucho mayor que la clausura entera
A de A en K. Los resultados posteriores de esta secciôn most r£ 
ran con mas detalle el tamano de A
El teorema 4.1 sugiere la siguiente definiciôn:
4.3. Definiciôn.- Sea A un subanillo de un cuerpo real K. Un ele
mento x 6 K decimos que es semientero sobre A si x 6 A~.
El anillo A recibe el nombre de clausura semientera de A
en K. Un anillo B d  K decimos que es semientero sobre A
si B d  A~, y k es semiintegramente cerrado en K si
k = A~. Diremos que A es semiintegramente cerrado si lo 
es en su cuerpo de fracciones.
4.4. Observaciones.- (a) La no c iôn anterior ha sido desarrollada en
[ B r p a r a  anillos reales cualesquiera A y B. Nosotros aquî, estja
mos interesados sôlo en su aplicaciôn a la teorîa de valoraciones 
reales, por lo que nos restringimos a la presents situaciôn.
(b) La clausura semientera de Z en un cuerpo real K reci.
be el nombre de anillo de funciones holomorfas de K , y ha sido es- 
tudiado en [Sch^] y [Sch2] . En efecto, a11î, Schulting prueba que 
Z coincide con la intersecciôn de todos los anillos de valoraciôn 
de K correspondientes a lugares con cuerpo residual R.
En este sent ido, si K es un cuerpo de funciones en una va­
riable sobte R, el conjunto de lugares (i : K R,<», es el analo-
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go real a la superficie de Riemann de un cuerpo de funciones en una 
variable sobre t . Entonces, Z es el conjunto de funciones f 6 K
taies que para todo punto (J) : K .»■ R,oo de dicha superficie, f((|)) =
= (j> ( f ) 6 R , es decir f es "holomor fa" en (J). Esto justifies el
nombre de "BZ como el anillo de funciones holomor f as de K.
El anillo Z~ puede ser aplicado en el problema decimosexto
de Hilbert, para el estudio de las componentes conexas de una varie­
dad algebraica sobre el cuerpo de los numéros reales (ver op. cit.).
Establecemos ahora una serie de propiedades del anillo A~ 
que usaremos en lo sucesivo.
4.5. Proposicion.- Si A es semiintegramente cerrado y q es un
ideal primo de A localmente real, entonces A ^  es semiin
tegramente cerrado.
Demostracion.- Sea K el cuerpo de fracciones de A y sea 
X 6 K semientero sobre A ^. Entonces, existen elementos 
^ 1' ' ' ' '^s ^ ^ y = a^/t^ G A^, a^ G A, t^ G A q taies que:
(1 + \ y?)x" + Ojx"  ^ + ...+ = 0
i= 1
n n ^
Pongamos t = II t. y multipliquemos por t en la ecuaciôn ant£ 
i=l ^
r io r . Résulta,
(1 + Ey?)(tx)" + bj(tx)"  ^ +...+ b^ = 0
®i idonde b. = —  t G A. Por ser A semiintegramente cerrado, 
tx G A, y por tanto x = (tx)/t G A ^.
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4.6. Proposicion.- Si A es semiintegramente cerrado, entonces cual
quier ideal radical de A es localmente real.
Demostracion.- Por el teorema 4.1, si K es el cuerpo de
fracciones de A, A = A~ 3  A[s(K) . Sea q un ideal radical de
A y supongamos x 6 A tal que
x ^ ^ + E y ? G q ,  y ^ G K
En tonces x^^ ( 1 + E(y^x G q . Pero (1 + E(y^x  ^ 6
6 S(K) ^ 3  A, luego deducimos x^^ G q y en consecuencia x G q.
El siguiente resultado muestra la relac iôn entre los anillos 
locales que son semiintegramente cerrados y los anillos de valora­
ciôn reales:
4.7. Proposiciôn.- Un anillo de valoraciôn de un cuerpo real K, es
real, si y sôlo si es semiintegramente cerrado. Mas aûn, to­
do subanillo local semiintegramente c e r r a d o  en K es un ani 
llo de valoraciôn real.
Demostraciôn.- Por el teorema 4.1, todo anillo de valoraciôn 
real es semiintegramente cerrado. Recîprocamente, si A es un ani­
llo de valoraciôn que es semiintegramente cerrado y es su ideal
maximal, entonces es real por 4.6, luego A es real. Para pr£
bar la ultima parte de la propos ic iôn, es suf iciente ver, que si A
es un anillo local que es semiintegramente cerrado en K, entonces
A es un anillo de valoraciôn de K.
Sea X G K y x ^ G K .  Por ser A semiintegramente cerr£
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do, se tiene (1+x^)  ^ G A y por tanto 1-(1+x^)  ^ = x^/(l+x^) G A.
2 -1
Por otra parte (1+x ) es una unidad en A, pues si
(1+x^)  ^ G entonces l-(l+x^)  ^ = x^/(l+x^) serîa una unidad en
A y tendrîamos ■(l+x^)/x^ = l+(l/x)^ G A, de donde (1/x)^ G A y 
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por tanto x G A puesto que A es, en particular, întegramente 
cerrado. Contradiccion. As î pues, (1+x^) G A, luego x^ G A y 
X  G A .
4.8. Corolario.- Sea A un subanillo semiintegramente cerrado en
un cuerpo K. Entonces, para cada ideal primo p de A,
A^ es un anillo de valoraciôn real de K.
4.9. Corolar io.- Sea A un subanillo de un cuerpo real K. La fami
lia de anillos de valoraciôn reales de K que contienen a
A es la familia de anillos locales (A ) donde p reco 
rre todos los ideales primos de A'.
4.10. Corolario.- Sea A un subanillo de un cuerpo real K. Enton­
ces, K es el cuerpo de fracciones de A ~ .
Demostracion.- Bas ta observa r que si q es un ideal primo 
(distinto de cero) de A~ entonces (A~)^ es un anillo de valor£ 
ciôn de K. Cons igu ien t emen t e el cuerpo de fracciones de A~ coiri
eide con el cuerpo de fracciones de (A~)^ y este con K.
Los ûltimos corolarios muestran el enorme tamano de A~ : iri
cluso si A = 2, el cuerpo de fracciones de 2~ es K. Esto pro- V 
voca que la clausura semientera A~ no sea un elemento util desde
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el punto de vista geometrico. En efecto, A'' no es, en general, f£ 
nit ament e generado, ni noetheriano, aunque A lo sea (*). A pesar 
de todo, en algunas ocasiones, es la herramienta necesaria para re­
solver problemas de valoraciones reales, por venir caracterizado co 
mo la interseccion de todas ellas. Por otra parte, el tamano de A~, 
en comparaciôn con el de la clausura entera A de A, muestra la 
escasez de valoraciones reales dentro del conjunto de todas las va­
loraciones de K, lo que aiispicia las grandes dificultades que apa
recen (y encontraremos) a la bora de describir aquellas, mixime si
se impone alguna condiciôn sobre las mismas.
§ 5. Compatibilidad local de ordenes. Teoremas de ascenso
Estudiamos aquî el comportamiento, por paso al cociente, de 
las sumas de cuadrados en el cuerpo. Esto conduce a unas ecuac iones
de compatibilidad de ôrdenes con las cuales enunc iamos teoremas de
ascenso de ideales en extensiones semienteras.
Sea A un subanillo de un cuerpo real K y sea p un ideal 
primo de A localmente real. Des ignemos por A el cuerpo de frac­
ciones de A/p y por E(K) y E (A) el conjunto de sumas de cuadr£ 
dados de K y A respectivamente. Podemos considerar los siguien­
tes ôrdenes parciales en A/p:
(*) En efecto, Becker demuestra en [Beg], proposiciôn 1.22, que si K es un 
cuerpo de funciones sobre un cuerpo realmente cerrado R, y A = R, en­
tonces, si K tiene grado de transcendencia 2^, A no es notheriano.
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= (Z (K) n  A)/p = {x+p G A/p : x G Z(K)D A)
(*)
62 = Z(A) n  (A/P).
iCual es la relacion entre 3  ^ y 32? La respuesta es: en general 
3) y 82 no son comparables.
En efecto, sean: A = R (]x , Y , z] / (X^-ZY ^ ) , K el cuerpo de
fracciones de A y p = (X,Y)/(X^-ZY^) . En virtud de 2.11 (ver 
tambiên el ejemplo 2.13 (b)) p es localmente real y A/p = R[z] . 
Sean x, y, z las clases de X, Y, Z en A respectivamente. En- 
tonces, en A, tenemos z = (x/y)^ 6 Z(K) A y por tanto
z+p 6 3 2 en r[z] . Pero, claramente z+p 0 8 2 » pues to que 82 e^
ta formado por los elementos de R[z] que son no negativos en R.
En consecuencia 3 ^ (jz 8 2*
Por otra parte, sean, A = R[x,Y ,z], K = R(X,Y ,Z) y
p = (X^-ZY^)A. De nuevo por 2.11, p es localmente real en A. Se 
tiene Z+p = [(X+p)/(Y+p)]^ G Z(A) y por tanto Z+p G 8 2* S in em­
bargo, Z+p (5 32 : supongamos Z+p 6 3j^ . Entonces tendrîamos una
ecuac ion :
Z = f(X,Y,Z) + g(X,Y,Z), f(X,Y,Z) G R [x,Y ,z] , g(X,Y,Z) G p,
y f(X,Y,Z) =    2 Z[a.(X,Y,Z)]^, g(X,Y,Z),
b(X,Y,Z)
a^(X,Y,Z) G r [x ,Y,z] .
Sus t i tuyendo la ecuacion anterior en el punto (0,0,-l), ré­
sulta r a :
-1 = f(0 ,0 ,-l) ,
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y, por ser f(X,Y,Z) un polinomio, es negative en un entorno UCI 
de (0,0,-l). Pero esto significa que b(X,Y,Z) se anula en todo pujn 
to de U y por tanto b (X, Y , Z ) - 0 en r ][x ,Y,z], contradicciôn.
En consecuencia g^ 3  ^.
Los ejemplos anteriores ilustran claramente cuales son las 
condiciones necesarias para la compatibilidad de 3j y 82 cuando 
se trata con cuerpos de funciones. En efecto, tenemos:
5.1. Proposicion.- Sean V una variedad algebraiaa irreducible de
r", a = R [x , . . . , X^] /q su anillo de coordonadas, q = J(V), 
y K el cuerpo de funciones de V. Sean p un ideal primo 
de A localmente real, W = l/(p), y B p  82 Zos ôrdenes 
parciales (*) en A/p. Entonces 8  ^C  82 y sôlo si
W c C V ^ .
Demostracion.- Sea f+p 6 3 p  Entonces f G E (K) H  A , y 
por 2.6 f(x) > 0 para todo x G . Como (% entonces
f(x) > 0  Vx G y, de nuevo por 2.6, f+p es suma de cuadrados
en A. Por tanto f+p G 82 - Re c ip rocamen t e , supongamos
y sea a = (ap...,a^) G W \  V^. Existe un c > 0 tal que
{X G V ; (xp3j)^ +...+ (x^-a^) ^  - F < Olfl - 0.
La f une ion g(x) = (x^-a^)^ +...+ (x^-a^)^-e es no negativa en
y por consiguiente g(x) G E(K) y g(x)+p 6 8j- Pero g(x)+p 0 82 
pues existe un punto central de W en el que g(x)+p es negativa.
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5.2. Proposicion.- Con la notaciôn de 5.1, si CI 6  ^ entonces
W ^  V \V^.
Demostracion.- Supongamos a G W v , a G . Entonces 
existe un e > 0 tal que si
g(x) = (xj-a^)^ +...+ (x^-a^)^-e,
{x G V : g(x) < 0} n  = 0. Por tanto g(x)+p es totalmente pos^ 
tiva en A/p, i.e. g(x)+p 6 8 2 " Pero g(x) es negativa en el pun
to central a de V, luego g(x) 0 Z(K) y por tanto g(x)+p 0 gj•
El recxproco de 5.2 es un problems mucho mas dificil, que 
aparece expuesto ern [[g -R] y [Re^] : dada una funcion regular f de
V, tal que f es suma de cuadrados en R(W) (equivalentemente, f
es no negativa en W^), & existe una funcion regular g de V, que
es suma de cuadrados en R(V), tal que f+p = g+p?.
Tenemos el siguiente resultado
5.3. Proposicion.- Sea f G A una funciôn no negativa en W^. En­
tonces, si
{f(x) < 0} n n W = 0.
existe una funciôn g 6 A, no negativa en V t a l  que 
f+p = g+p.
Demostracion.- Pasando al anillo de polinomios, sea 
F 6 R [x ]  tal que F+p = f y supongamos J(W) = (Hp . . .,H^)R [ x j  .
Consideremos H = +...+ H^, e Y = {F(x ) < 0} D  . Y es un
con j unto semialgebraico, cerrado, y por hipôtesis H(x) 0 para
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todo X G Y. Por consiguiente la funciôn F/H esta definida en Y, 
es continua y setnialgebraica en Y.
Por cada r > 0, r G R, definimos
Y^ = Y n  {x G r " : |x| = r) .
Y^ es semialgebraico, cerrado y acotado, y por tanto la funciôn
F/H alcanza un mînimo en el (nôtese que F/H es negativa en Y).
En efecto, al igual que la demostraciôn del lema 2.9, puesto que to^  
dos los conjuntos y funciones que intervienen son semialgebraicos, 
la existencia de dicho mînimo se expresa median te una frase cerrada 
elemental. Como es c1erta para los numéros reales, lo es para cual- 
quier cuerpo realmente cerrado R. Definimos
c : R^->- R, e(r) = min {f(x)/H(x) : x G Y^}.
En virtud del principio de Tarski, la funciôn e(r) es con_ 
tinua y semialgebraica. Sea
U(T,Z) = a^CTlZ™ + aj(T).z"'~^ +...+ a^(T) 6 R [t , z]
un polinomio irreducible tal que U(r,e(r)) = 0  Vr G R. Multipli.
cando por a^fT)™  ^ y operando como en 2.9 obtenemos 
1+E(b.(r))^
I E (r) I  ^ j , b^(r) = a^(r) . (a^(r) ) , 1 < i  ^ m.
Sea b G R, b > 0 tal que Vr 0(-b,b), a (r) 0. Enton^
1ces, existen \. G R^, N G N taies que
]+E(b.(r))2 ^
 j   j  < 1, r para todo r 0 ( - b , b ) ,  y existe A „ G R
|a^,(r)| 1 ^
tal que | E ( r ) | < A g si r G |^ -b , b] , por la continuidad de E ( r ) . 
Por consiguiente si A - max (^ p  ^ 2 ^ ' se signe que para todo r 6 R
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1e(r) I ^ X(l + r^”) ,
de donde, para todo x 6
|f (x ) I < A(1 + Ixl^'^)H(x)
Definaraos, G(x) = F(x) + X(l+ |x|^^)H(x).
Se tiene G + J(W) = F + J(W), y, si x G Y, G(x) ) 0. Por otra 
parte, si x G V ^ S Y  entonces F(x) ) 0 y por tanto G(x) ^ 0 tarn 
bien. En consecuencia g = C+q es suma de cuadrados en R(V), lo 
que concluye la proposicion.
Dada f G A, designemos por Y^ el semialgebraico
Yj = {x 6 V : f(x) < 0} n  V^, 
y sea Y = _U Y _, donde la union se toma sobre todos los f G A
fGBg
tales que f+p G - Entonces, tenemos el siguiente corolario de
5.3.
5.4. Corolario.- Si Y H  W = 0 entonces 82 CZ 8 p
5 .5 . Ob se rvac ion.- Senalamos que, en general, no toda funcion no n^ 
gativa sobre W es restriccion de una funcion no negativa sobre V.
Por ejemplo (cf. [g -rJ ) , si V = y W = l^(X^-Y^), la funcion
X + (X^-Y^)R [x,y J es no negativa en W, pero no existe n ingun po­
linomio F(X,Y), no negativo en R^ tal que F (X+Y) +
+ (x ^ - y ^ ) r [x ,y ] = X + (x ^ - y ^)r [x ,y ] .
Por otra parte, la cond ic ion de 5.3 no es necesar ia. Por 
ejemplo, si V = R y W = t/(Y-X ), si tomamos F(X,Y) = Y , en- >1
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tonces Y n  W f 0, pero Y + (Y-X^) R [x, y] = X^ + (Y-X^)r [X,y]
2 2 X es no negativa sobre IR .
Volvenjos, ahora, a nuestra situacion i n ic ia 1 , es decir, A 
un subanillo cualquiera de un cuerpo real K, p un ideal primo de
A localmente real y los ôrdenes parciales en A/p, y Bg- ®n
general, como hemos visto, B^ (jz Bg y ^24- ' Lsto provoca difi-
cultades del tipo siguiente: si p y q son idéales primes de A,
localmente reales, P C  9 , no podemos asegurar que q/p sea un 
ideal localmente real en A/p; reciprocamente, si q es un ideal
primo localmente real de A/p, la imagen inversa <}>  ^(q) median-
te la proyecciôn canônica A ^ A/p no tiene por que ser localmente 
real en A.
Hay una clase de anillos para los que B ^ = Bj• En efecto,
sean fi un anillo de valoraciôn real de K, m su ideal maximal.
Entonces A = B/m^ y se tiene, directamente,
Bg = Z(A) 6  ^ = (Z(K) n  B)/mp
Por otra parte, Z(K) D  B = Z(B). En efecto, si x G B fj E(K),
m 2
y X  = ^ X . ,  X .  G K , sea, por ejemplo, v(x.) = min {v(x.),...
i=l  ^ ^
...,v(x^)}, donde v es la valoraciôn definida por B. Si 
V (x ^ ) > 0 entonces x^^GB, l - ç i ^ m  y x G E ( B ) .  Si v ( x ^ ) < 0
entonces x . ^  G B y x = x.^(l +  ^ (x..x 6 Z(B). Con se eu en
1 = 2 ^
temente 6  ^ = $2 -
Esto motiva la introducciôn de un tercer orden parcial en 
A/p, de la siguiente forma: sea B un anillo de valoraciôn real 
de K con cent ro p en A, i.e. A CI B y p = D  A . Designe^
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mo s por R(B) el cuerpo residual de B. Entonces A/p C  A d  R(B) 
y definimos
B3 = E(R(B)) n  (A/p).
Trivialmente B gC  B g » y , en virtud del parrafo anterior,
Bj = (Z(K) n  A)/p C  [(Z(K) n  B)/mJ (1 (A/p) C  B3 .
As! pues, B3  es una extension de Bj y B2 • En general Bj f B3 »
por lo que damos la siguiente de f in ic ion :
5.6. Def inic ion. - Sean A un subanillo de un cuerpo real K 1/ p
un ideal primo, localmente real, de A. Sea B un anillo
de valoraciôn real de K. Decimos que B es localmente com­
patible con A en p, si B esta centrado en p en k y
Bj = B3, donde Bj = (Z(K) fl A) /p y B3 = Z (B/m^) fl (A/p).
Diremos que en p hay compatibilidad local si existe un ani 
llo de Valoraciôn real de K que es localmente compatible 
con A en- p.
La compatibilidad local permite establecer algunos resulta- 
dos sobre ascenso de idéales que tendremos oportunidad de usar mas 
ad elan t e .
5.7. Proposicion.- Sean k, C dos subanillos de un cuerpo real K .
Supongamos que A C  B y que B es semientero sobre A. En 
tonces, si p es un ideal de A localmente real con respec
to a K, existe un ideal primo q de B, localmente real
con respecta a K tal que q H  A = p.
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Demostracion.- Por el teorema de existencia de lugares rea­
les (3.13), existe un anillo de valoraciôn real B de K con cen-
tro p en A. Puesto que C es semientero sobre A, CCI B. Ba^
ta tomar q = H  C .
5.8. Corolario.- Si C es entero sobre y es un ideal de A
localmente real con respecto a K, existe un ideal primo 
q de k localmente re a l  con respecto a K tal que 
q n  A = p.
5.9. Proposiciôn.- Sea A un subanillo de un cuerpo real K y sean 
P p  p^ dos idéales primos de k, localmente renies con 
respecto a p^ C  P 2 - Supongamos que B es un anillo
de valoraciôn de K localmente compatible con A en P p  
Entonces, existe un anillo de valoraciôn real B^ de K 
tal que A(Z B ^ C  B^, y B^ tiene centra p^ 6» A.
Demostraciôn.- Se tiene el siguiente diagrama connut a t ivo y
que conserva los ôrdenes:
(A, E(K)n A)
(A/pp Bj)
(BpE(K) n B,)
La condiciôn de compatibilidad local de B ^ impi ica que
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Pg/P^ e s un ideal primo de A/p^ localmente real con respecto a
B./m . Por 3.13, existe un anillo de valoraciôn real B' de
1 - 1  
B^ /Mg centrado en p^/Pj^ en A/pj . El anillo B^ = ir (B ' ) es
el anillo de valoraciôn real buscado.
5.10. Corolario. - Sean A y C dos subanillos de un cuerpo real 
K, A C  C y C semientero sobre A. Sean p p  p^ dos 
idéales primos de A localmente reales con respecto a K, 
Pj C P2•
(a) Si en p^ hay compatibilidad local, entonces existen
qJ (C q2  ^ idéales primos de C localmente compatibles con 
respecto a K, taies que qj^ fl A = p^ y q^fl A = p^.
(b) Supongamos que q ^ es un ideal primo de C localmente 
real con respecto a K, que yace sobre p p  y en el que 
hay compatibilidad local. Entonces existe un ideal primo
q2 de C localmente real con respecto a K tal que
? 1 C y <?2  ^= P2-
Demostraciôn.- (a) Sea B^ un anillo de valoraciôn real 
de K localmente compatible con A en P p  Por 5.9 existe un anj^  
llo de valoraciôn real B^ de K tal que ^  ®1 X rWg D  A = P 2*
Por ser C semientero sobre A, es C C  ®2 ^  '^l ’ Resta tomar
n  C y q = m n  C.
2 1
(b) Analogo tomando Bj anillo de valoraciôn real de K 
localmente compatible con C en . q ^ .
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E1 problema es, pues, encontrar condiciones para que baya 
compatibilidad local. Sea B un anillo de valoraciôn real de K 
centrado en p en A.
Una condiciôn suficiente para que B sea localmente compati, 
ble con A en p es que el ideal maximal de B sea convexo
con respecto a todos los ôrdenes de K. En efecto, si f G A ver^
fica que f+p G B3 entonces
f 5 Xj +...+ x^ (mod Mg), X ^ G B , 1 ^ i < m.
Por tanto f es positive en todos los ôrdenes del cuerpo residual 
B/Mg. Supongamos que existe un orden g en K tal que - f 6 g. 
Como fflg es g-convexo entonces B/^g es un orden en B/Wg y ten 
drîamos -f G g/Mg, contradicciôn. As 1 pues, f es positive en
todos los ôrdenes de K, es decir, f es totalmente positive en K
y se signe f G gj.
En particular, por 3.7, tenemos
5.11. Corolario.- Si K es un cuerpo con un orden ûnioo entonces,
para cualquier subanillo A y cualquier anillo de valora­
ciôn real  ^ de K, B es localmente compatible con A 
en n  A .
Aunque la condiciôn del orden unico es mu y fuerte, puede ser 
aplicada pasando a las clausuras renies de los cuerpos, como en la 
siguiente:
5.12. Proposiciôn.- Sea A un subanillo de un cuerpo real K y
sean p^ y p^ dos idéales primos de A localmente rentes
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con respecto a K. Supongamos que p^CI P2 U existe un
orden B e« K tal que p^ y P2 son (g D  k)-convexos. 
Entonces, si C Cl A es una extensiân semientera de k, 
existen ideales primos q^ CZ q2 de localmente reales
con respecto a K tales que q^ Pi A = Pj y q2 D  A = P2 - 
Mâs aûnj q ^ y son (g fl C) -convexos.
Demostracion.- Sea R la clausura real de K con respecto 
a g. Sea C la clausura semientera de C en R. Entonces C~
es semientero sobre A y p^ y P2 son convexos con respecto al 
unico orden, R^, de R. En particular, p^ y P 2 son locamen- 
t e reales con respecto a R y por 5.10 y 5.11 existen q| y q ^ , 
ideales primos de C locamente reales taies que <?jCZ‘?2 ’ 
q| n  A = Pj y q^ n  A = Basta tomar q ^ = 9 [ fl C y
(*2 " (*2 n  C .
Por otra parte, q| y q2 son (R^ H  C )-convexos, de don 
de q^ y q 2 son (g fl C)-convexos.
5.13. Proposicion.- Sea k un subanillo de cuerpo real K y sean 
Pj C  . . . CZ Pj. una familia de ideales primos de k local­
mente reales con re spec to a K . Supongamos que existe un 
orden g en K tal que todos los p^ son (g f) k)-conve_ 
xos. Entonces, existe una familia de anillos de valoraciôn 
reales de K,
AC B^ C C  . . . C  B^
taies que B^ estâ centrado en en A.
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D e m o s t r a c i o n Sea R la clausura real de (K,g ). Enton­
ces, si B| es un anillo de valoraciôn real de R con centro 
en A, en virtud de 5.9, existe R^ tal que ACZ BjC! ®! Y 
tiene centro p 2 en A. Aplicando reiteradamente 5.9 a p 2CZ p 3 
y Bg, etc..., encontramos una cadena de anillos de valoraciôn re^ 
les de R, A C  B^ C . . . C  b|, taies que B^ tiene centro en
A. Basta tomar B. = B. D K.
5.14. Corolario.- En tas condiciones de 5.12, si p ^ C  ...C p^ e.s
una familia de ideales primos de A localmente reales y g 
es un orden en K de modo que todos los p ^ son (g fl A) - 
convexos, entonces existe una familia de ideales primos de 
C, q ^  C  ... C  q ^  taies que son (g H  C)-convexos (y por 
lo tanto localmente reales con respecto a K) y 
n A = Pj^ , 1 < i < r-
5.14. Observac iôn.- Pudiera parecer que la condiciôn en 5.1?, 5.13 
y 5.14 de que exista un orden que haga convexos s iniu 11 an eamen t e a 
los ideales es muy fuerte. S in embargo tenemos el siguiente recîpr£ 
co de 5.11:
Propos ic i o n .- Sea p ^ y p^ dos ideales primos de un s u b ­
anillo A de un cuerpo real K, p ^ C  P 2 - Supongamos que 
existen ideales prim os q ^ y en la clausura semiente^
ra. A'', de A en K., taies que q ^ C  ^ 2 ’ ^ q ^  H  A = p^ 
y q2 n  A = Pj* Entonc es  exist e un orden g K tal
que Pj y p^ son (g fl k ) - c o n v e x o s .
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Demostraciôn.- En virtud de 4.8, (A ) y (A ) son ani
?! q 2
llos de valoraciôn reales. Ademâs (A ) C  (A ) . Por consiguie£
te, cf. [z-s], hay una cadena de lugares reales (cf. §6 )
®2K -----*■ K <» -----*- Z,<® taies que (A ) es el anillo de valora-
1 » q 2
ciôn de 0  ^ y (A )  ^ es el anillo de valoraciôn de 8  ^ ° 0^. Fi-
jemos un orden arbitrerio en Z . Demostraremos en 6.4 que existe
un orden en K ^ tal que 0 conserva ôrdenes, es decir si a G Kj ,
a > 0, entonces 0 ^ (a) > 0 ,  o 0j(a) = «>. Analogamente, existe 
un orden en K tal que 0  ^ conserva ôrdenes (donde en K) considéra 
mos el orden que acabamos de obtener). El orden g de K asî obt£ 
nido ver if ica que y q ^ son. (g H  A~)-convexos. En consecuen­
cia Pj y Pg son (g n  A)-convexos.
CAPITULO II: EXISTENCIA DE LUGARES REALES EN CUERPOS
REALES DE FUNCIONES.
En este capîtulo iniciamos el estudio de lugares reales en 
cuerpos de funciones. No obstante, el epigrafe §6 se dedica al est£ 
dio general de existencia y extension de lugares sobre un cuerpo a_r 
bitrario. A lo largo de todo el capîtulo, R sera un cuerpo real­
mente cerrado arbitrario (salvo mencion explicita de lo contrario 
como en §8), y V sera una variedad algebraica real irreducible de 
R*'. Todo el capîtulo estâ dest inado a demostrar la existencia de 
lugares reales con centro en V, rango y dimension dados arbitra- 
riamente de antemano. Para ello se in ic ia por la situacion mâs sen 
cilla, para concluir en el teorema general, teorema 1 0.8 .
Aunque el estudio intenta ser lo mâs algebraico posible, se 
utilizan argumentes geométricos cuando son necesarios, como en el
§8 . Finalmente, el capîtulo concluye con un epîgrafe dedicado al
cono tangente real (§11).
§6 . Existencia y extension de lugares reales.
Recordemos que dados dos cuerpos K y L , un lugar
(J> : K ->■ L,<», que suponemos sob r ey ec t ivo, es real, si L es un cue£
po real. Es inmediato, que en estas circunstancias, K es real tam 
bien. Por supuesto, la definicion anterior es équivalente a decir 
que (f> es real si su anillo de valoraciôn = {x G K : <f>(x) 6 L } ,
es real (cf. 3.1). Désignâmes por el ideal maximal de B^,
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= {x 6 K : (J)(x) = 0} . Dos luga res (reales o no) (j) y \|» de 
K, (j) : K ->■ ij : K ^ L ^ ,oo, son equivalent es si verifican una de las siguie£
tes condiciones -a su vez équivalentes-'(cf. |Z-S]):
(a) existe un isomorfismo f : -»■ tal que ij) = f°(p,
(b) los anillos de valoraciôn B y B coinciden.
<P V
Decimos que un lugar (f) de K, es finito en un subanillo
A de K, si A CI B^. Si (i es f inito en A, el ideal primo
p = n  A se 1 lama cent ro de 4* en A. Por ultimo, si K y L son
cuerpos ordenados y (|) : K ->• L,<» es un lugar real decimos que (|)
préserva el orden si para todo x 6 K, tal que x > 0, (|)(x) ^ 0,
o (j)(x) = oo. Es inmediato comprobar, que si (j) préserva el orden
entonces B^ y son convexos con respecto al orden g f ij ado
en K. Reciprocamente si B es un anillo de valoraciôn cuyo ideal 
maximal (o equivalentemente, el mismo B) es convexo con res­
pecto a un orden total g de K, entonces, el lugar canônico
(j)g : K (B/fflg), donde en B/Wg se f i j a el orden cociente
(g n  B)/Wg = {x+fflg I X 6 g n  B}, préserva el orden.
Asî, el teorema 3.13 puede ser enunciado en termines de lu
gares del siguiente modo:
6.1. Teorema (de existencia de lugares reales, [Br ^ ]).- Sean A un
subanillo de un auerpo real y p un ideal primo de A lo-
calmente real con respecto a K. Entonces, existe un lugar
real (|) de K, finito en k y con centro p en A.
De 1 s misma manera, la observac iôn 3.14 permite la siguien
te formulae iôn de 6 .1:
•p
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6.2. Teorema [^ Br . - Con la notaciôn de 6.1, si P es un orden
total de K tal que p es (g H  A) -convexo, entonces exis_ 
te un lugar (j) de K que préserva el orden, con centro p 
en A.
El teorema 6.2, junto con los resultados 2.8 y 2.11, cond£
cen al proximo resultado para cuerpos de funciones, cuya version pa
ra el caso de puntos aparece ya, en [Ou . Recordamos, que si V 
es una variedad algebraica irreducible en un cuerpo x", y W es 
una subvariedad irreducible de V, un lugar ()> de K(V) se dice 
que estâ centrado en W en V (o que tiene centro W en V) si
k [vJ C  B^ y n  k [v] = J(W).
6.3. Teorema. - Sea V una variedad algebraica. real e irreducible
de r", donde R es un cuerpo realmente cerrado cualquie 
ra. Sea W C  V una subvariedad irreduci.ble de V. Enton­
ces W es centro de un lugar real de R(V) si y sôlo si*
W es una subvariedad central de V.
Entre los resultados clâsicos que no son ciertos para las
valoraciones reales, destaca, por su importancia, el teorema de ex 
tension. Mas concretamente, no es cierto que si h ; A -+ L es un 
bomomor f ismo de un subanillo de un cuerpo real K, con valores en
un cuerpo real L, h se extienda a un lugar real de K. El teo­
rema 6.3 proporciona multiples ejemplos. Sirva, como bo ton de mue£ 
tra A = r[x,yJ/(X^+Y^-X^), K el cuerpo de fracciones de A y 
h : A ->■ R el bomomor f ismo de sustituc iôn en (0,0). Si b se ex t en 
diera a un lugar real (p de K, el centro de (p en
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V = 1/(X^ + Y^-X^) C  serîa el origen, que no es una subvariedad
central de V.
Surge asî, uno de los problemas mas clâsicos y difîciles en 
la teorîa de lugares reales: la extension de lugares reales. El pro 
blema es atacado por primer vez por Lang en su célébré "The theory
of real places" ([b]). Allî, Lang demuestra, que tomando como pun
to de par tida un cuerpo y un lugar, en vez de,un anillo y un homo- 
morfismo, la extension es posible en algunas ocasiones. Damos aquî 
una nueva demostraciôn de este resultado, que sirve de ejemplo de 
utilizaciôn de las têcnicas desarrolladas en el capîtulo 1. Neces£ 
tamos, primero, un lema que parece remontarse has ta Baer y Krull:
6.4. Lema. - Sea <j> : K ->■ L,<» un lugar real de K, y supongamos que 
fijamos un orden g en L. Entonces, existe un orden g 
en K tal que ({> : (K, g) (L,g),<» préserva el orden.
Demostraciôn.- Consideramos
F = {ôrdenes parciales a de K : () : (K,g) (L, g)
préserva el orden}.
F es d is t in to del vac îo pues Z(K) 6 F . Es inmediato comprobar 
que F es induct ivo, con respecto a la relac iôn de inclusiôn. Sea 
g un elemento maximal de F. Afirmamos que g es un orden total 
de K . Pues, supongamos que existe x G K tal que x 0 g y 
- X  6 g. Entonces, también I/x 0 g  y -1/x 0 g, pues, si, por
ejemplo, 1/x G g, se tiene x^(l/x) = x G g, absur do. Sustituyeri 
do X  por 1/x si es necesar io, podemos suponer (J)(x) G L, es d£
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c i r , finito.Pero,losconjuntos
g [x] = {a+bx : a , b 6 g}, y g [- x] = {a-bx : a , b 6 g}
son ôrdenes parciales de K. Entonces, si (J)(x) 6 g, g [x] 6 F, y
si <|)(x) G (-g), g [-x] G F, luego en cualquier caso, llegamos a
una contradicciôn con la maxima 1idad de g.
6.5. Teorema (Lang [l] ) . - Sea (J) : K L,«> un lugar real de (j)
tomando valores en un cuerpo L realmente cerrado. Enton­
ces existe una clausura real K de K, y un lugar real
<j» : K ->• L,oo que extiende (j).
Demo straciôn. - Sea A = (J>(K) y consideremos en A e 1 or­
den inducido por el orden de L. Por 6.4, existe un orden g en
K tal que (j) préserva el orden. Sean el anillo de valoraciôn
de (j) y m, su ideal maximal. El ideal m. es (g R  B , ) -convexo,
9 9 <P
y si consideramos en A. = B./m. cl orden cociente g = ( g H  B/, ) /m.
9 9 9 g 9
tenemos un i somo r f ismo f : (A^,g) »• A que préserva el orden (ver
diagrama).
Consideremos la clausura real K de K con respecto al or
den g y denotemos tambien por g ' el unico orden de K. Enton­
ces m. es (g* n  B .)-convexo. Por el teorema 6.2, existe un ani-
9 9
llo de valoraciôn real B' de K tal que B ' C  B^, y su ideal ma
ximal m ' es (g* D  B ')-convexo y m' H  B. = m .. Por ser B ani
9 9 9 ~
llo de valoraciôn, es B ' R  K = B , con lo que la restricc iôn a K
9
del lugar canônico 1T ' : K ->■ A ' = B'/m' es el lugar canônico
TT : K A,. Se tiene, asî, el siguiente diagrama conmutativo y que
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préserva ôrdenes:
Finalmente, A' es una extension algebraica de A, y por
<P
tanto el isomor f i smo f se extiende a un monomorf ismo f : A' -► L
que préserva el orden. La compos ic iôn (f> = f = ir ' es el lugar real
buscado.
Obsérvese, que si K esta ordenado desde el principio 
con un orden g tal que el lugar 9 • ^  L,«> préserva el orden,
entonces la clausura real a la que es posible la ex t ens iôn puede 
ser fijada de antemano. En este caso, como ademâs el cuerpo resi­
dual de la extensiôn es algebraico sobre A, el anillo de valora­
ciôn B' de 9 viene caracterizado por ser el mînimo anillo de
valoraciôn real de K con centro m. en B, y con ideal maximal9 9
m ’ (g' n  B ')-convexo. Por tanto la extens iôn 9 estâ unîvocamente 
determinada y tenemos
6.6. Teorema (Knebusch [k]).- Sea K un auerpo ordenado y  ^ un 
lugar real de K, 9 : K ^ L,™, que préserva el orden y 
que toma valores en un auerpo realmente cerrado L. Sea 
K la clausura real de Vi y sea F un cuerpo cualquiera, 
K (2 F (2 K. Entonces, existe una ûnica extensiân 
9 : F L,“, de 9j taZ que 9 préserva el orden.
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Si prescindimofj de la restricc ion de que la extension ^ 
tome valores en L, podemos generalizar el teorema anterior como 
signe:
6.7. Proposicion.- Sea K y L dos cuerpos ordenadosj E una ex 
tensiôn ordenada de K (no necesariamente algebraica), y 
sea (j) : K L,» un lugar real de que suponemos sobre_
yeativo y que préserva el orden. Eyitonaes ({> se extiende a 
un lugar <()* de E con valores en una extensiân ordenada 
L* de h, (f>* : E L*,'”, y tal que <(i* préserva el orden.
Demostracion.- La demostraciôn es similar a la del teorema
6.5. Puesto que <|) préserva el orden, si denotamos por g el orden
en K, m. es (8 Pi B,)-convexo. Sea g ’ el orden de E. Como
<P <P
g’ es extension de g, es, también, (g’ 0  )-convexo. Enton
ces, existe un anillo de valoraciôn real, B', de E, tal que
B'CI B. y m' n  B = m. . En consecuencia B' O K - B , y la res- 
<f> <P 9 9
t r ic c iôn del lugar canônico n ' : E -v B'/m' ~ &' es el lugar canô­
nico 7f . : K -> B , /m, = A,- Tenemos pues el siguiente diagrama con
9 9 9 9 ~
mu ta t ivo y que préserva ôrdenes (formado por las fléchas continuas): 
_ 1T '
-->■ A ’
K
L ’
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donde f es el isomorfismo canônico, que préserva ôrdenes, tal que 
* =
Sea base de transcendencia de A' sobre A^,
y consideremos el cuerpo L ' = L({x^ : i G I}) y el isomor f ismo
f  : A^({x^ : i 6 1}) L({x^ : i G l})
definido por: f '|^ = f, y f'(x^) = x^. Denotemos por a el
orden imagen por f' del orden g' p| A^({x^ : i G l}). Entonces 
f' es un isomorfismo que préserva el orden, y por consiguiente ex 
tiende a un monomorfismo, f*, de A ' en la clausura real, L*,
de L', que préserva ôrdenes. La composiciôn i|)* = f * <» x ' produce 
el lugar real buscado.
El resultado anterior muestra una de las dificultades fun­
damental es al tratar con lugares reales: la f al ta de informaciôn so^
bre el cuerpo residual. Esto provoca multitud de problemas y, en 
efecto, podra comprobarse en las paginas sucesivas, que uno de los 
principales esfuerzos se realiza con el fin de tener algun tipo de 
control sobre el mismo. Por citar un êjemplo, es bien conocido, que 
si (f : K L,“ es un lugar de un cuerpo K, y E es una exteii 
siôn de grado de transcendencia r sobre K, entonces existen ex 
tens iones (p* de (|), <|)* : E -> L*,«», de dimension s sobre (p,
es decir, L* tiene grado de transcendencia s sobre L, para
cualquier s, 0 ^ s r . El enunciado analogo para lugares entre
cuerpos ordenados es falso, como muestra el siguiente simple ejem­
plo: sea K = L = 0 y (f) = l^:<J->-Q. Sea E la clausura real 
contenida en R de Q(n). Entonces no existe ningun lugar real
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de E , que extienda (J) y sea de dimension cero sobre el. En efec 
to, la proposicion 6.10, que demostraremos mas adelante, asegura 
que tal lugar no existe por ser E una extension arquimediana de
Por otra parte, la extension E de K factoriza en
donde F es una extension puramente transcendente de K y E es
una extension algebraica de F. Si denotamos por g* el orden en
E, g' = g*n F, y g = g* n  K , y suponemos que podemos extender
el lugar (J) : K -> L , «» a un lugar real ((>' de F que tenga dimen
siôn s sobre (|) y preserve el orden, el teorema 6.6 garantiza 
la extension de (|)' a un lugar (fi* de E, que serîa de dimension 
s sobre <(). Por tanto, la dificultad aparece, no en las extensi£ 
nés algebra icas, sino en las extens iones puramente transcendantes. 
Mas concretamente, estriba en el b echo de que las extens iones de 
los lugares tienen que preserver un orden dado de antemano. Por 
otra parte, si supr imimos esta condiciôn de conservar el orden tene
6.8. Proposiciôn. - Sean K un cuerpo real y <() un lugar real de 
K. Sea E = K(T^,...,T^) una extension puvamente transcen 
dente de K. Entonces, para cada d, 0 < d < r, existe
un lugar real de E, que es extensiân de ^ y tiene
dimensiân d sobre âl.
Demo s trac iôn. - Sean B el anillo de valoraciôn de <j) y
su ideal maximal. Consideremos el anillo C = B [t ^,...,T^] y
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los ideales = (m^, T . ,T^) C , 1 < i < r , Pq “ m^C. Puesto
que son algebraicamente independientes sobre , los
ideales p^, 0 < i < r son primos y yacen sobre , i.e.
Pi fj , (a posteriori, esta demostracion prueba que también
son localmente reales en C). Afirmamos que C es un anillo de
"o
valoraciôn real de E. En efecto,
(a) E es el cuerpo de fracciones de C (y a fortiori de
Cp.'
(b) Sea X G E. Veremos que x G C„ o 1/x G C„ . En
"o Co
efecto, por (a), x se escribe:
Ef . m .
* ' Eg| n ♦ ^i’8j 6 B^,
il if
y donde m., n. son distintos monomios de la forma T, ...T 
1 J 1 r
• Si Egj nj g p^ entonces x G Cp
• Si Ef. m. 0 p entonces I/x G Cp
• Supongamos Ef^ m^ 6p^ y Egj n^ G . Entonces 
fj,gj G Vi,j. Si v(g^) = min {v (f^),v (g^)} entonces,
E(f ./g. )m
X =    G C ,
y si V (f = min (v(f^), v(g^)} entonces
ïï ■    ® Cp •Po
donde v représenta la valoraciôn definida por B ,. En consecuen
<P —
cia C es un anillo de valoraciôn de E.
Po
dond e
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(c) Veatnos que es real. Por la Independenc i a algebraica de 
,T^ se tiene
^Po^'"°^Po  ^ = c.fr. (B^/m^(tj, . . . ,t^)) =
"  * ( { , ^ ' ' 1 ................ *^r^
tj,...,t^ son los p^-residuos de Tj,...,T^ y son alge-
braicamente independientes sobre , el cuerpo residual de (j).
Como (j) es real, A^ es real y por tanto también lo es 
A^(tJ , . . .,t^) , cuerpo residual de C
Sea 9^ el lugar real definido por C^ • 9^ es una ex ten
sion de (J) de dimension r sobre 11. Consideremos la restricc ion 
de 9^ a C
^o ■ ^ ^ ^9 ' ' ' ' ' *^ r^  '
Tenemos, 9^(pj^) = p^/p^ = (p^ ,T^ , . . . ,T^)/p^ = ( t ^ , . . . , t A^ [t ^ , . . 
...,t^j. Ahora, dado el anillo de polinomios A^ |[t j , . . . , t y la 
cadena de ideales (tj^)C(t^,t^)([ ... C(tj,...,t^), tomamos el lu
gar real
■ A^ jj(t2, • • • , t^) (t j) -+ A^Ct^ , . . . , t^)
definido por el anillo de valoraciôn A^ ( t ^ , t^) [t ^
J. J j-j. J J A continuaciôn sea 8 ^ e 1 lugar real de A^(t2 ,--*,t^),
ô 2 * A^(t2» . . " A^ (t^, . . . ,t^)
definido por el anillo de valoraciôn A,(t-,...,t ) [t .,1 ,. . x. . s r. q
9 J r  ^ 112"^ tt^,...,c^j[^t2J
y tomemos 92 = '|»2 ° Por recurrencia obtenemos una cadena de 1 ui
gares reales 9j,...,9^, cada uno compuesto del anterior
A^(tj , . . . , tr> A^(t2, . . . ,t^) -V ... + A^(t^) -+ A^
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cuyos respectives cent ros en [t ^ ,.. .,t^] son (t ^ ), (t^.t^),
Per ultimo las coraposiciones ° » 1 < d < r ,
= 9^, proporcionan una cadena de lugares reales de E, que ex 
tienden 9 y 9j tiene dimension d sobre 9» lo que concluye
la demostracion. Observese que 9  ^ tiene centro p^ en C, lo
que prueba que p^ es localmente real, 0 ^ d < r.
Para concluir bay un caso de extension de lugares que es 
particularmente importante: cuando el lugar base, 9» es trivial, 
es decir, dado un cuerpo real K y una extension real suya, E, 
tcuando existe un lugar real 9 de E tal que 9 1^ “ 1 .
6.9. Definicion.- Sea E una extensiân de un auerpo K. Un lugar
\f) de E se dice que es un lugar de E sobre K si 
9 I^ = 1^ . Si 9 ea un lugar de E sobre K (brevemente, 
un lugar de e|kJ definimos la dimensiân de 9 (dim 9 ) 
como el grado de transcendencia del cuerpo residual de 9 
sobre K.
Por supuesto, dim 9 < grado trans [E : kJ. Recordemos el 
siguiente resultado:
6.10. Proposicion.- Sea E una extensiân real de un cuerpo real K.
Entonces, existen lugares reales, no triviales, de E sobre
K si y sâlo si existe un orden g en E tal que (E,g) no
es arquimediana sobre (K, g n K).
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Demo S t rac ion.- Snpongamos qne para todo orden 6 de E,
(E,B) es arquimediano sobre (K, B r\ K) , y sea «}) : E -> L,™ un
lugar real de E sohre K. Fijemos un orden arbitrario a en I..
For 6.4, existe un orden B^ en E tal que <{) préserva el orden
B . Entonces el anillo de valoracion B, de d) es B -convexo y o (Ji o
t) K. Como (E,B^) es arquimediano sobre K, résulta = E
y por tanto <) es trivial.
Reciprocamente si B es un orden de E tal que (E,B) no
es arquimediano sobre (K, B f\ K), el lugar de Krull definido por
K y B, es dècir, el lugar de anillo de valoracion
B = { x G E :  existe a G K , - a ^ x ^ a } ,
y cuyo ideal maximal es
m = (x 6 E : para todo a G K, -a < x < a},
es un lugar real de E sobre K, que no es trivial.
6.11. De f in ic ion . - Cnn la notaciân de la definïcion . 9, un lugar 
de E eohre K de dimension eevo reai.he el nombre de lu­
gar algehraico sobre K. Cuando el cuerpo residual es el 
propio K el lugar se dice que es raaional .
§ 7. Existencia de lugares reales racionales, discretos, de rango 
1, en cuerpos reales de funciones
Empezamos el estudio especîfico de lugares reales en cuer­
pos de funciones, dedicando este epîgrafe a probar un unico resul- 
tado, que servira de mot ivac ion para aquellos, mucho mas exigeâtes.
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que seguiran en las proximas secciones. Por otra parte, la tecnica 
usada aqux es diferente a las que utilizaremos en el futuro; se tra 
ta de una aplicacion del teoreraa de inmersion de Lang (Lang's embe^ 
ding theorem, )• En todo lo que sigue R es un cuerpo realmen-
te cerrado arbitrario.
7.1. Proposicion.- Sea K = R(xj,...,x^) un cuerpo real de funoio- 
nes de grado de transcendenaia r sobre R. Sea
A = R[x^,...,x^]. Entonces, existe un lugar real de K so
bre R, $ : K ->■ R,«>, que es finito en A, de rango uno
y discreto.
Demostracion.- La demostracion es como sigue: considérâmes 
el anillo de series con exponentes fraccionarios R((t))*, que es 
realmente cerrado, y definimos una inmersion de K en R((t))*.
En R ((t))* tenemos la valoracion canonica de rango 1;
V : R((t))* -+ q
z(t) -»• 0 ( z ( t ) ) ,
donde 0(z(t)) représenta el orden de la serie z(t). La composi. 
cion de la inmersion obtenida con v produce una valoracion de 
rango 1 en K. Hay un punto de fundamental importancia: la inmer­
sion ha de ser escogida de modo que para cada i=l,...,n, la ima- 
gen z^(t) de x^ sea tal que 0(Zj(t)) ^ 0, para obtener la fi. 
nitud de (}) en A.
Por el lema de normalizacion de Noether podemos suponer que 
{xj,...,Xj.} es una base de t ranscedenc ia de K sobre R y que A
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es entero sobre R [^x j , . . . , . Sea Ç un elemento primitivo de
K sobre R(x^,...,x^) = R(x'), y sea f(T,x') = T® + a^_^(x’)T® 
+...+ a^(x') el polinomio mînimo de Ç sobre R(x'). Sea 
G^(a^(x')) una sucesion de Sturm para f y consideremos la familia 
finita de funciones racionales de R(x'), {g^}, formada por x^,
1 < i ^ r , los coeficientes de f, a^(x '), y las funciones
G^(a^(x')). Fijemos un orden arbitrario en K y consideremos las
funciones g^ con su respective signe en dicho orden. Por [b],
existe una especia1izacion a = (a^,.-.,a^) de x ' en R^ tal 
que g^(a) tiene el mismo signo (en R) que g^(x') (en K), para
cada V .
Ahora, R CR((t))* y considerando las funciones g^(x') 
como funciones sobre (R((t))*)^, son continuas en a 6 (R((t))*)*^, 
y por lo tanto conservan el signo en un entorno de a. Sea 
\ = (Xj,...,Xj.) una r-tupla de elementos algebraicamente indepen- 
dientes de R((t))* sobre R , suficientemente pequenos para que,
para cada v, el signo de g^(a+X) sea el mismo que el de g^(a).
Afirmamos que 0(X^(t)) ^ 0. En efecto, tomemos X ^ tal que
|X^-a| < 1 (en el unico orden de R((t))*). Si
X.(t) = t (c.+d. +...) a - 6 Q, c. ü*0.
El elemento c^+d^t +..., es finito con respecte a R (i.e. esta 
acotado por elementos de R en el orden de R((t))*) y por tànto, 
X^ es infinite o fini to con respecte a R segûn s ^ sea o no ne­
gative respectivamente. Como |X^-aj < 1 entonces s^ > 0.
Puesto que f(T,x ') tiene una raîz real en K, f(T,a+X)
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tiene una raiz real n en R((t))*, y K = R(x^,...,x^,Ç) es iso 
morfo <•» R (a j + X j . ,a^+X^ , n) C  R((t))*, median te el isomorfismo: 
x^ %^(t) = a^ + X^(t), Ç -* n(t). Por cons igu ien t e , si i=l,...,r, 
0(z.(t)) ^ 0. Si i > r, tenemos una ecuaciôn de depcndencia ente
X? + bj(x')xT  ^ +...+ b^(x') = 0 , b.(x') 6 R[x^,...,x^].
Aplicando el isomorfismo anterior, como 0(b .(z^(t z ^ (t))) > 0. 
si fuera 0 (z^(t)) < 0 (donde %^(t) es la imagen de x^), toman 
do ordenes en la ccuacion anterior serra
0 ( z ^ ( t ) " ’ + b j ( z j ( t ) , . . . , z ^ ( t ) ) z ^ ( t )  + . . . +
+ b^(Zj(t),...,z^(t))) = 0 (z.(t)"') < 0 ,
con t r ad icc ion . Por tanto 0(zj^(t)) > 0 para todo i=l,...,n. Fi­
nal mente, supongamos z^(t) G y sea d el minimo comun
multiple de los d^. El isomorfismo de sustitucion
h : R ( ( t ) ) * R((t))*, b ( z ( t ) ) = z ( t^) , rompues to con el isomor­
fismo inicial proporciona una inmersion de K en el cuerpo de se­
ries de Laurent, R((t)). Sea v : R ( ( t ) ) % la valoracion r a n£
nica de R ((t)), v (z(t)) = 0(z(t)). La compos ic ion de la inmer­
sion K -*- R((t)), con V produce una valoracion real, discreta y 
de rango uno cuyo cuerpo residual es R. El lugar asociado con d^ 
cba valoracion concluye la demostracion de 7.1.
7.2. Observacion.- Notese que la proposicion 7.1 no dice nada acer 
c a del c en t ro en A del lugar que construimos. Dicho cent ro tie­
ne que ser un ideal maximal, local mente real de A. La pregiinta
— 6 2 “
natural es, ipuede este ser f ij ado "a priori"?. Por ejemplo, su­
pongamos que el ideal m = (x^,...,x^)A es localmente real. iExi^ 
te un lugar real ^ de K sobre R tal que es discreto, racio- 
nal , tiene rango uno y centro tn en A?. Un primer modo de ata- 
car el problems es intentar escoger la inmersion de la proposicion 
7.1 de forma que verifique las condic iones apropiadas, a saber, que 
0(z^(t)) > 0, i=l,...,n. De cualquier manera, esto no parece na­
da claro, y nos vemos obligados a afrontar el problems desde un pu^ 
to de vista geometrico, que es el objeto de la siguiente seccion.
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§ 8 . Lemas de seleccion de curvas Zariski-densas. Cuerpos de Cantor.
El problems final que queremos resolver, es, como indicamos 
al final del epîgrafe anterior, la existencia de lugares reales di^ 
cretos de rango 1 y dimension cero, con centro dado de an temano. Geo 
metricamente, si V es una variedad algebraica irreducible cuyo 
cuerpo de funciones es K y cuyo anillo de coordenadas es 
A = r [x ^,...,x ^] = R[x^,. . .,X^]/J(V), tales lugares se corresponden 
con evaluac iones a lo largo de curvas formales, X ^ = Z^(t) G R [[t]]
1 ^ i < n , contenidas en V y que son densas en la topologîa de
Zariski de V, es decir si un polinomio se anula sobre ellas en ton
ces el polinomio es identicamente cero en A. El centro del lugar 
en V es, entonces, el punto (zj(0),. . . , (0)) .
8.1. Definicion.- Sea V una variedad algebraica real irreducible 
de r”. Sea J(V) C  R[Xj,...,X^] el ideal de V. Conside^ 
remos que el origen q = (0,...,0) 6 V^. Una curva analiti- 
ca en V pasando por el origen es un homomorfismo
Y : r [Xj ,...,x J  -+ R[[t]]
tal que 0(y(X^)) > O, 1 < i < n, y ker y Z) J(V). Deci
mos que y es Zariski densa en V si ker y - J(V). Sea
S = (x G V : fj(x) > 0,...,fp(x) > 0}, f^ G r [v], 1 < i ^ p
un conj'unto semialgebvaico, abierto, de V, tal que q G S
Decimos que y esta contenida en S si y(fj) > 0,...
...,Y(fp) > 0 en el orden de R [[t]] que hace t > 0.
As î pues, nues t ro propôsito es encontrar curvas analîticas.
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Zariski-densas, en V, a travês del origen. Para ello utilizaremos 
el siguiente resultado de MacLane y Schilling que asegura la existeri 
cia de suficientes elementos en R [ [t]] que son algebraicamente in 
depend ien tes sobre R (t), y proporciona un me todo para construir- 
los :
8.2. Lema ( [Mac-Sch]).- Sea K((t)) el cuerpo de series formales 
con coeficientes en el cuerpo K de caracteristica cero. 
Entonces y para cada n G IN, existen n series de poten­
cies y 1 ' ' ^ K((t)) que son algebraicamente indepen 
dientes sobre K(t). Mas aûn, y^,...,y^ pueden ser toma 
das en q [[tj] y con ordenes tan altos como queramos.
Demostracion.- El primer aserto es el que aparece en [Mac- 
SchJ, Lema 1, pâg. 509. Las puntualizaciones sobre las posibilid^ 
des de elecciôn de y ^ , y^ son consecuencia directa de la demo^
tracion que al1I se da. En efecto, allî prueban que si
£ ( 1) £j(k)
" ®lo ®l£j(l)  ^  ^ +...+ +...
^n ®n ^n£ (I)  ^ +...+ a^^ (k) t +...,
donde a^j G ^ - {0}, y los exponentes verifican las condiciones: 
l. (K+I) ^ (k+i) l. ( k ) , £,(1 ) ^ 1
(*)
£^(k+l) ^ £^_j[k+I+k £.(k)], £.(1) ^ I, i=2,...,n,
entonces las series ^i' ' ' " ' algebraicamente independientes
I “ l I “nsobre K(t). Consiguientemente las series y ^ =t yj^,...,y^ = t y ^
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son, tambiën, algebraicamente independientes sobre K(t).
8.3. Observaciones.- (a) De la demostracion anterior se deduce, que 
una condiciôn suficiente para la independencia algebraica es dejar 
lagunas de gran tamano en los exponentes de t: las dadas por la
condic ion (*). Observâmes tambiën, que cons truidas n series algje 
braicamente independientes sobre K(t) por el mëtodo anterior, siem 
pre podemos anadir q nuevas series, sin modificar las anteriores 
para obtener n+q series algebraicamente independientes, s in mas
que usar las inecuaciones (*).
(b) Si L es una extension ordenada de K, e ^l* ' '
son n series algebraicamente independientes sobre K(t), cons-
truidas como en 8.4, entonces ^i*"' *^n « tambiën, algebraic^
mente independientes sobre L(t), puesto que la inecuac iones (*) 
solo afectan a los exponentes.
(c) El mismo hecho de poder elegir librcmente los coeficien 
tes de las series  ^%'' ' " ' '  hace que, si trabajamos en un cuerpo 
en el que podamos hablar de convergencia (piënsese, por ahora, en gt), 
las series y^ , . . . , pueden tomarse en R{t}.
Si el origen 0 es un punto simple de V, el lema de exi^ 
tencia de curvas Zariski-densas en V por q es una aplicacion fa^  
cil del teorema de la f une ion implxcitas para series forma les.
8.4. Lema.- Sea V una variedad algebraica irreducible de R", y
supongamos que q es un punto simple de V. Enfonces,
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existe una curva anatltica y en V, a travês de q, que 
es Zariski-densa en V.
Demostracion.- Sea r = dim V = dim^V. Puesto que q es 
un punto simple, existen polinomios con diferenci^
les 1inealmente independientes en q ,  y taies que en un entorno 
U de q  se tiene que
ü n  V = {x 6 r” : f^^j(x) =...= fjj(x) = 0}
(cf. [Re], o [Br.] ). Despuës de un cambio de coordenadas podemos 
r+1’■‘ ’^nsuponer que det (%  (0,0))  ^ 0. Por 8.2, sean
'^^r+l ’ • • • ’*n
z^(t),...,z^(t) r series de potencias en R [[t]], algebraicamen
te independientes sobre R (t) y taies que Zj(0 ) =...= %^(0) = 0 . 
El sistema ff (z ^ ( t ),..., ( t ), x^ ^^  ^,..., x^) = 0
’ • • • ’ '^r+l ’ ■ ■ '’^n^ = 0 , 
f (z(t);x") 6 R [ft. . • • • . ]  , verifica que
^^r+l’‘"’’^ndet (%------------  (0,0)) 5* 0. Por consiguiente, en virtud del teo
"^ *r + l ’ • • • ’^n
rema de la f une ion implîcita para series formales [Po] , existen 
series formales z^^^(t),...,z^(t) taies que
^r+1 (t),...,z^(c)) =...= f^(z^(t),...,z^(t)) = 0 ,
y Zj.^ j (0 ) =. . .= z^(0) = 0 .
Definimos y : r[x^,...,X^3 R[[t]J. Y (X^) = z^(t),
1 < i < n. Por cons tr ucc ion, tenemos J(V) C  ker Y , y por cons i.
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guiente, dim (ker y) < dim (J(V)) = r. Por otra parte, 
ker Y n R [ X j »•• • ^ {O}, puesto que z^ ( t),..., (t) son algebra^
camente independientes sobre R. Por tanto, tenemos una inclusion 
r [Xj ,...,X^3 R [x^ , . . . , / ker Y y dim (ker Y ) ^ r . En consecuen
cia ker y = J(V), lo que compléta la prueba.
8.5. Observacion.- Si el cuerpo base son los numéros reales (u otros
cuerpos que definiremos mas adelante) el argumente anterior es el
siguiente: despues de un cambio de coordenadas podemos suponer
U ri V — ((xj,-..,x^,(|)j^(xj^,...,x^),...,<|)^^^(xj,...,x^) :
: (Xj,...,x^) 6 U ' c  r ’^ }
donde U ' es un entorno abierto del origen en R*^  y 'J’i ’ * • • * j.
son funciones analîtica s-a 1gebra^ 
cas. Escogemos z^ ( t),..., z^ ( t) , 
series convergentes a travês del 
origen y algebraicamente indepen­
dientes sobre R y definimos
por X. = z.(t), I $ i r ,
Fig. 3
'r + j
.(z,(t),...,z (t))
Para la demostracion del caso general, es decir, cuando el 
origen es un punto central de V necesitamos introducir los cuerpos 
de Cantor. Dichos cuerpos son definidos por primera vez por Dubois 
[]DUj] y Bukowski |^BuJ , como aquellos cuerpos reales donde tiene s eji 
tido hablar de convergencia de series.
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8 .6 . Definicion.- Un cuerpo ordenado se dice que es un cuerpo de
Cantor si existe un elemento p 6 tal que lim p" = 0,
i.e. Ve 6 K, e > 0, existe n G N tal que 0 < y" < e .
El elemento y se dice que es un microbio.
Por ejemplo, en R, 1/2 es un microbio. Anâlogamente, si 
K(t) es ordenado de forma que t es iAfinitesimal y positive, en 
tpnces t es un microbio en K(t), pero 1/2 no lo es, pues 
t < (1/2)” para todo n.
Los siguientes resultados aparecen en £d U j^3 ( c F « tambiën
[d - bJ)  :
8.7. Proposicion.- Cualquier extension finitamente generada de un
subcuerpo de los numéros reales es un cuerpo de Cantor, con 
respecto a todos sus ordenes.
8 .8 . Proposicion.- Si K es un cuerpo de Cantor y K es su clausu
ra real, entonces K es de Cantor.
Dado un cuerpo K ordenado, podemos définir su complecc ion
usando el valor absoluto definido por dicho orden, de manera to
talmente anâloga a la construccion de IR a partir de q, i.e. una
sucesion {a^}(H K se dice que es de Cauchy si Ve > 0, 3  tal
que Vp,q ^ n^, |a^-a^| < e , donde todas las desigualdades se re-
fieren al orden f i j ado en K. Se considéra el conj un to de sucesio-
nes de Cauchy, etc... (cf. [Vdw] ) . Ademas, si K es realmente cerrado 
tambiën lo es (cf. |Bu |).
Dado un cuerpo ordenado K, definimos la no c ion de conver-
- 69
gencia de una serie usando la topologîa del orden.
8.9. Def inic ion.- Una serie 7 a de elementos de K es con-
n = o k
vergente si la sucesion  ^s. }. S, =  ^ a es de Cau-k'k>0' k n=o
■ky.
En consecuencia, una serie convergente de K converge a un
elemento de . Si K es un cuerpo de Cantor y y es un micro-
” n 1
bio, es inmediato comprobar que la serie \ r converge a --
n = o
cuando 0 < r < y. Igualmente tenemos el siguiente hecho inmediato
8.10. Lema.- Sean r^ > 0, M > 0, taies que Vn ) 0,
Ia^Ir” < M. Entonces, Vr 6 K, 0 < r < r^, la serie de 
potencias % a^t” converge normalmente en el disco cerra 
do Dp^ = {x 6 K .• |x| < yr}.
As î pues, en cuerpos de Cantor tiene sentido considérât el
anillo de series convergentes K(t} con coeficientes en K. Resal^ 
temos que segun nuestra définie ion de convergencia, una serie
Z(t) 6 K {t}, define una funciôn en el disco de convergencia, con
valo r es en .
Por ultimo, digamos que las mismas demostraciones que para 
el caso de los numéros reales con duc en a los siguientes resultados 
sobre cuerpos de Cantor (cf. [ch]):
8.11 . Propos ic ion (teorema de la funciôn implîcita para cuerpos de 
Cantor).- Sea K un cuerpo de Cantor, y f 6 K{x,Y) una
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sevie convergente tal que f (0,0) ® .V '|~ (0,0) i<0. En­
tonces existe una ûnica (J)(x) 6 K{ x} tal que q (0) = 0 y 
f(x, (J>(x)) = 0 .
8.12. Proposicion.- Sea f G K{X}[y] tal que f(0,0) = 0 ,  y sea
(j) 6 K [ [x] ] * (anillo de series de exponentes fraccionarios) 
tal que <{»(0) = 0  y f(X,c|)(x)) = 0  en K [ [xQ] *. Entonces 
(j) G K{X}*.
Estamos ya en condiciones de establecer la siguiente
8.13. Proposic ion.- Sea V una variedad algebraica real irreduci­
ble de r”, donde R es un cuerpo realmente cerrado y de
Cantor. Sea S un semialgebraico abierto de Reg V, y su
pongamos que 0 = (0,...,0) G S. Entonces, existe una cur 
va analitica y en r”, a través de q, que esta conte­
nida en S y es Zariski-densa en V.
8.14. Observac ion.- Aquî la curva y va a ser ademas "analitica" 
en el sentido de que sus ecuac iones van a ser series convergentes 
de R ( t} . Entonces y define una funciôn y : R ->■ ( R^ ) ” . Por 
tanto, para valo r es de t suf ic ientemente pequenos, y represeri
ta una curva anal 11 ica (en sentido cojuntista) , y si S'' repré­
senta el conj unto semialgebraico definido por las ecuac iones de S 
entonces, para valores de t suficientemente pequenos, y esta 
contenido conjuntistamente en S^. Por otra parte es inmediato 
comprobar que en esta situaciôn es équivalente decir f(y(t)) > 0 
en R^ si 0 < t < e, a decir que y (f) > 0  en R[[t]], donde
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Y : R [x ^ , . . . , X^] -*■ R [ [t] ] es el homomorf ismo definido por y -
Demostracion de 8.13.- Sea r = dim V = dim S. Por hipôte
sis tenemos J (S) = J(V). Por el teorema de estratificacion topo- 
grafica de los conjuntos semialgebraicos (cf. [bo] para el caso 
R = R y [De] para cuerpos realmente cerrados arbitrerios), exi^ 
te un cambio lineal de coordenadas de forma que nos podemos redu-
cir a la siguiente situaciôn: tt : S -> r '^ es la proyecc ion sobre
las r primeras coordenadas, dim(Ti(S)) = dim S = r, 0 6 ir(S) y
existen funciones semialgebraicas (analîtica a trozos) ,
: tt(S) -»■ r , 1 i. X £ n-r, taies que
S = { ( x ' ( x *  ) , . . . ,Ç^(x') ) : x ’ = (xj,...,x^) 6 tt(S)}.
Para cada k, 1 £ k ^ n-r, sea P^ ( X ' , 6
G R [x  ^, . . .,X^,X^^^] un polinomio irreducible tal que 
P^ ( X ' , (x ' ) ) 5 0 . Entonces existe una particiôn de R^ en un
numéro finito de semialgebraicos T^,...,T^ (cf. [bo], [d -k] )
k k ^taies que en cada T^, para cada x ' 6 T^, P^(x ' «X^^^) tiene un
numéro constante a^ de raices que vienen dadas por funciones se­
mialgebraicas (x') < ... < . (x'), X ' G .
^1 ia^ ^
Intersecando x(S) convenientemente con otros semialge­
braicos, podemos suponer que it(S) tiene la propiedad de que para
todo X ' G x(S), para todo k - 1,...,n-r P^(x',X^^^) tiene un
numéro constante a, de raîces, dadas por funciones semialgebrai-
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cas ordenadas crecienteraente n^(x') < ... < n (x '), una de las
k
cuales coincide con Ç^^^(x').
A continuacion necesitamos el siguiente lema, que demostr^ 
remos mas adelante:
8.15. Lema.- Sea S un conjunto semialgebraico abierto de dimension 
r de donde R es un cuerpo de Cantor realmente cerra
do. Supongamos que £ G S. Entonces existe una curva anali­
tica a(t) a través de 0, tal que a(t) = (z^(t),...
...,z^(t)) G si t G ( 0 , E ) y z ^ ( t ),..., z^ ( t ) G R{t)
son algebraicamente independientes sobre R(t).
Aplicando 8.15 al semialgebraico ir(S) existe una curva 
analîtica a(t) = ( z^ ( t ),..., z^ ( t)) tal que a (0) = £,
a(t) G ir(S)^ si t G (0,e ) y Z ^ ( t ),..., Z ^ ( t ) G R{t} son alge­
braicamente independientes sobre R(t).
Para cada k = 1,...,n-r considérâmes
Pk(t.X^ + k) = P^(Z^(t),...,Z^(t),X^^^) G R[[t]]*[x^J.
y sean y*(t),...,y^ (t) G R [ [t] ] * las raîces de P^ ( t, (o£
k
serves e que R((t))* es realmente cerrado). Por 8.12 se tiene que 
y,(t),...,y (t) G R{t}*, y por consiguiente, para t G (0,6,),V ^ / ^ i\ i, X. J f J  w i  a « . c i ^
k
6^ convenientemente pequenas definen funciones continuas con valo
k kres en R y que podemos ordenar y ,(t) < ... < y (t).
 ^ ^k
Ahora bien, una inmediata aplicacion del teorema de Tarski-
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Seidemberg muestra que para todo x ' 6 ■ît(S)'', (x ' , tiene
exactamente a^ raices y que estas vienen dadas sobre ti(S)^ por 
las funciones semialgebraicas (n^) (x ') < ... < (n^ )(x '), don-
de (n^)^ représenta la extension (unica), por continuidad, de 
a it(S)^ con valores en R^'. Se sigue pues , i nme d ia t amen t e 
que s^ = a^, y que cada (n^)''(z ^ ( t) , . . . , ( t) ) coincide con a£
g în y j ( t ) para t 6 (0,6j^). Deno temos por y^(t) aquella raîz 
de P,(t,X ,) que coincide con Ç z ,( t z (t)).
Despuës de una sustitucion adecuada t t , podemos supo^
ner que k=l,...,n-r, y^(t) G r {t}. Observâmes que las series
Z^ ( t ,. . . , Z^ ( t^) siguen siendo algebraicamente independientes S£
bre R, (de hecho lo son sobre R(t^)), y désignâmes, de nuevo,
a estas series por Z^(t),..., Z^ ( t) .
Finalmente, definimos Y(t) por las ecuaciones 
f x . = Z , ( t )  1 < i < r
(*)
= y^(t) 1 1 k £ n-r.
y(t) G si t G (0,6) donde 6 = min {£ , 6 J , . . . ,6^_^} y
y (0) = 0. Por tanto en el homomo r f ismo
y : r [X j ,..., x J  ^ R[[t]]
definido por y, se tiene y(f^) > 0 , 1 £ i £ p , si
S = {fj > 0,...,fp > 0} (cf. observacion 8.14) y por consiguieri
te y esta contenida en S. Por otra parte y c V^, luego
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Ker y  d J ( V ) .  Ademas Ker Y Q R [x^ , . . . ,X^] = (0), puesto que 
Z^ ( t) , . . . , ( t) son algebraicamente independientes sobre R. Por 
tanto dim(ker Y) £ r y como dim J(V) = r, se sigue que 
ker Y = J(V), lo que finaliza la prueba de 8.13.
Demostracion de 8.15.- Damos, ahora, dos demostraciones del 
lema 8.15. La primera esta basada en la estructura de los conjuntos 
semialgebraicos dada por Lo j as iewicz ( [Lo] ) . La segunda en un r esul^ 
t ado de Bloom y Risler [b 1-r] sobre aprox imac ion de curvas analîti- 
càs .
8.15.1. Primera demostracion.- Claramen te es suficiente demostrar 
el caso:
S = { x G R ^  : fj(x) > 0,...,f^(x) > ()},
y suponemos, tambiën, que S es conexo. Haremos la demostracion 
por inducciôn sobre r. El caso r=l es trivial. Supongamos 
r > 1. Usando la descripcion de Lojasiewicz [Lo], S es una union 
de conjuntos semialgebraicos de la forma
{ ' '*r-l'^r " ^i^*l" '*r-l^  ^ ^
donde las funciones son semialgebraicas y analîticas a trozos
(cf. [d-K] para una demostracion de dicha descripcion sobre cuerpos 
realmente cerrados arbitrarios). Podemos suponer (si no, el proble­
ms se reduce facilmente a este caso):
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S = { ( 3 r_i,Xr> :
con lim Ç.(x') = lim Ç„(x') = 0 ,
X ’ -*o X ' -^ o
s' abierto semialgebraico de di­
mension r-1 tal que el origen 
r-1
— 6 S y
0 6 R es 0 6 S'.
En las condiciones anteriores, sean:
^i^^l’”"*’^r— l’^r^ y 
P2 (XJ,. . . ,X^_J, )  polinomios
irreducibles taies que
Fig. 4
Pj(x’,Çj(x’)) = 0 ,
Por la hipotesis de induce ion existe un arco analîtico 
0(t) = (Zj (t) , . . . ,Z^_j(t)) tal que 0(0) = (0, . . . ,0) , 0(t) 6 S ’
si t 6 (0,€i), y Z J ( t Z^_ J ( t ) son algebraicamente indepen
dientes sobre R(t).
Cons iderannos los polinomios P ^ ( t , X^ ) = P^CZ^Ct),...
. . . ,Z^(t)) [xj e R((t))*[x^j, i=l,2. Puesto que P^(t,X^) 6
fi R{t)[x^] las raîces ql(t) fi R [[c]]* de Pj(t,X^) pertenecen a 
R{t}*. Sea n^(t) la raîz de P^(t,X^) correspondiente a 
?;^(Zj(t),...,Z^_j^(t)), es decir n^Ct) = Çj(Zj(t),...,Z^_j(t)) y 
0 2 (1) = ?2 1 ^  ^’ • • • » ^ r-1 ^  ^^ para t fi (0 ,G2> (cf. pâg. 72).
Haciendo una sustitucion adecuada t ^ t^ podemos suponer 
Hj(t), ri2 (c) 6 R { t ) . Por otra parte las series Z^(t®),...,Z^_j(t®) 
siguen siendo algebraicamente independientes sobre R (t) : en e f e c-
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Co, lo son sobre R(t ) y R(t) es algebra ico sobre R(t®). Deno 
tamos a estas series de nuevo por Z^(t Z ^  ( t ) .
Por nuestra s bipotesis tenemos rij(O) = 0 y 02(0 ) “ 0.
Sea, ahora, Z^(t) 6 R{t} una serie tal que Zj ( t Z ^  ( t ) ,
Z^(t) son algebraicamente independientes sobre R (t) (ver observa 
cion 8.3 (a)). Para t 6 (0,G^), es |z^(t)| < 1. Entonces, dado 
t 6 (0 ,G ^ ), se tiene
Z^(t) = -X(t) + (1 - X(t)) ,
con X(t) 6 R{t} y 0 < X(t) < 1. Definimos
Zj.(t) = X(t)Tlj(t) + (1 - X(t))H2 (t)
(es decir, para cada t hacemos una transformacion del intervalo 
(-1,1) en el intervalo (nj(t),^2 (^)). Tenemos Z^(0) = 0,
Z^(t) 6 R{t}, y puesto que q ^ (t) y q2 (1) son algebraicos sobre
R ( t , Z^ ( t ),.,.,Z^_^ ( t)) , Z^(t) es transcendente, con lo que
ZJ ( t ),..,, Z^ ( t) son algebraicamente independientes sobre R(t).
Es évidente que la curva a (t) = ( Z^ ( t),...,Z^ ( t)) cumple las con 
diciones del lema 8.15, lo que concluye la demostracion.
8.15.2. Segunda demostracion.- Esta demostracion se apoya en el sj^  
guiente lema, que aparece en [p1-r] para conjuntos semiana1îticos, 
trabajando sobre el cuerpo base de los numéros reales. Aquî trab^ 
jamos sobre un cuerpo de Cantor, realmente cerrado, arbitrario. 
Creemos que el lema tiene in teres en s î mismo, lo que motiva esta 
segunda demostracion de 8.15.
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.16. Lema.- Sea S un conjunto semialgebraico abierto, S C
con 0; 6 S. Sea C una curva semialgebraica a travês de 
0 tal que C - {0} C  S. Entonces, existe un entero v 
tal que toda curva analîtica C* de R*^  a travês de 0 
que tiene un orden de contacta >v con C verifica que 
C ' - {0} C  S .
Demostracion.- Por una curva semialgebraica C, entendemos 
una parametrizacion C(t) = (h^ (t) , . . . , ( t)), b. G R{t} tal que 
la funciôn C : [o, e] -»■ S, t -»■ C(t) tiene gr a f o semialgebraico, y
consideramos C = C ( [o, c] ) . Dividimos la demostracion en dos par­
tes: primero demostramos un anâlogo a la desigualdad de Lojasiewicz 
en nuestra situaciôn, que aplicaremos en el segundo.
A.- Los conjuntos C y W = R^ ^ S son semialgebraicos cje
r :a d o s de R^, y por nu es t ra s hipotesis se tiene C 0  W = {0}.
Sea K = {x 6 R*^  : |x| 4 6} . K
es un semialgebraico cerrado y 
acotado. Observamos primero que, 
dado X  G K, los numéros
d(x,C) d(x,W)
Fig. 5
es tan bien definidos en R. En 
efecto, la frase:
"V semialgebraico cerrado C C  R^, Vx G R^, 3 b G C tal
que Va G C, d(x,a) > d (x ,b )" es una frase polinomial cerrada pue^ 
to que C es semialgebraico, y es cierta en IR, luego tambiën lo
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es en R, y definimos d(x,C) = d(x,b).
A continuacion definimos la funciôn h : (0,ô) R ,
h (s) = min {d(x,C fl K) + d(x,W fl K) : |x| = s}.
Un razonamiento anâlogo al anterior muestra que la funciôn h(s) 
esta bien definida y es, por supuesto, semialgebraica. Ademas, por
nuestras hipôtesis sobre C y W, h(s) > 0  Vs 6 (0,6). Ahora, el
mismo razonamiento désarroilado en 2.9 prueba que existen X 6 R,
X > 0, y a 6 IN, taies que Vs 6 (0,6), es h ( s ) > Xs^, lo que
significa que Vx 6 K, se tiene:
Xd(x,0)“ < d(x,C n  K) + d(x,wn  K) (*)
B.- Si C(t) = (hJ(t),...,h^ ( t)) , h£(t) G R{t} es una
rame t r izac iôn de C, y ü) es el mînimo de los ôrdenes de las se­
ries h^(t), las siguientes acotac iones aparecen en [b1-r] , y su
validez sobre nuestro cuerpo base R es inmediata y rutinaria, pues
dependen sôlo del orden y la continuidad:
Existe Xj 6 R, X^ > 0 tal que
| t T  < Xj |c(t) I,
para t 6 (0,e ^ ) , G ^  6 R , suficientemente pequeno.
Sea C ' una curva analîtica C'(t) = (hJ(t),..., l/( t )) , 
h^(t) 6 R{ t} , tal que tiene un orden de contacte V > ü)(a+l) con
C, es decir, para todo i=l,...,r,
hj(t) = h!(t) (mod m^), 
donde m représenta el ideal maximal de R{t}.
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Se tiene, Vx 6 C * D  K, Vt suficientemente pequeno:
d(x,C) < ^2 1 1 1 ^  < X^|x|^'^"’ < X^|x|”^ \
donde X2 y X^ son constantes apropiadas. Por tanto, si x 6 C'D K 
(restringiendo K si es preciso), por (*), tenemos:
d(x,W) >y X|x|“ - d(x,C)  ^ X^|x|™ ,
lo que impi ica que C ' - {O^ } CI S (donde C ' = C ' ( [o , G ' ] ) con e' 
suficientemente pequeno), y el lema 8.16 queda demostrado.
Volvamos a la demostracion de 8.15. Por el lema de seleccion 
de curva (cf. [o-x] o [Ro]) existe una curva semialgebraica C(t), 
a través del origen con C - {O} contenida en S. Sea C(t) =
= (h^(t), . . . ,h^(t)) una parametrizacion de C, h^(t) G R[[t]] . Por
8.12, b^(t) G R{t}, y estamos en las condiciones de 8.16.
Apliquemos el lema 8.2 para obtener y^(t ) , . . . , y^(t) G R{t), 
algebraicamente independientes sobre R ( t ) . Sea v el entero detcr^ 
minado por 8.16 para la curva C(t), y consideremos:
Zj(t) = h*(t) + t^^^ y ^ (t)
z /t) = h*(t) + t^ "^  ^ y^(t),
donde h*(t) représenta el polinomio de grado (u de la serie
h.(t), es decir, si
b.(t)= \ a., t^, entonces ht ( t ) = \ a,, t^.
1 k=l k=l
Afirmamos que Z^(t),..., Z^ ( t) son algebraicamente indepen
dientes sobre R (t). En efecto, R(t)(y^,...,y^) = R(t)(Zj,...,Z^).
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Ademas, por construccion, el orden de contacte de a(t) =
= (ZJ ( t Z ^ (t)) con C(t) es mayor o igual que v, por lo que 
a(t) - {0} d  S, y el lema 8.15 esta complete.
8.17. Observac ion. - El lema 8.16 tambiin es cierto si S es un semi^ 
algebraico abierto, SCZ Reg V, donde V es una variedad algebrai­
ca real. La conclusion es, ahora, que si C'(t) es una curva analî­
tica contenida en V, cuyo orden de contacte con C(t) es ^ v,
entonces C'(t) - CI S. La demostracion es la misma, definiendo
W por W = V\S.
Vamos ahora a demostrar el teorema de seleccion de Curvas 
Zariski-densas sobre un cuerpo base realmente cerrado cualquiera. El 
mêtodo consiste en considérât un subcuerpo de Cantor contenido en 
nue s t ro cuerpo base, usar en este la proposicion 8.13 y por ultimo 
comprobar que la curva as î definida es Zariski-densa tambiin sobre 
el cuerpo inicial.
8.18. Teo rema (Teorema de seleccion de curvas Zariski-densas).- Sea
V una \yariedad algebraica real irreducible de r”  ^ donde 
R es un cuerpo realmente cerrado arbitrario. Sea s un se^  
mialgebraico abierto de Reg V,
S = {x 6 V : fj(x) > 0,..,,fg(x) > o } ,  f ^ G R [v] ,
y supongamos £ = (0,...,0) 6 S. Entonces existe una curva
y de r", a travês de 0, contenida en s y que es Zaris^ 
ki-densa en V.
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Demostracion.- Consideremos el subcuerpo K' de R formado 
por la extension de $ con los coeficientes de un sistema de genera 
dores de J(V) y de un sistema de un polinomios que definen S.
Sea K la clausura real de K', contenida en R. Por 8.7 y 8.8 K 
es un cuerpo de Cantor. Representemos por y S^ la variedad al^
gebraica y conjunto semialgebraico definidos por los mismos polino­
mios anteriores, pero sobre el cuerpo base K. Aplicando la proposj. 
c iôn 8.13 a y S^, encontramos una curva y, de ecuac iones
= 7.j(t), 1 ^ i ^ n , Z J ( t ),..., Z ^ ( t ) son algebraicamente inde^
pendientes sobre K, r = dim V, y y esta contenida en S^ En
particular, la curva y tiene coeficientes en «R y por tanto défi,
ne un homomorf ismo
y : r [Xj ,...,x J  -V R[[t]] , y(Xj) = z . ( t ) l < i <n.
Veremos que, en efecto, y es una curva contenida y Zariski-
densa en V. Primero, puesto que K con t j ene a los coeficientes de 
un sistema de generadores de J(V), ker yZ)J(V). Por otra parte,
ZJ(t),...,Z^(t) han sido construido segun 8 .2 , y por tanto, (ver 
observac iôn 8.3(b)) son algebraicamente independientes sobre R. 
Entonces ker yfj R [x ^ , . . . , X^] = { 0} y en consecuencia
dim (ker y) ^ r , lo que prueba la igualdad ker y = J(V).
Finalmente, si consideramos el homomo r f ismo
y*^  : k [Xj ,...,X^] ^ K[[t]], y’^ (X.) = Z.(t), 1 < i < n,
la condiciôn "y*^  CL Sj^ " équivale a ”y*^ (fj^ ) > 0  en K [ [t]] ,
1 < i ^ s". Como y*^(f^) = y ( f . ) , y el orden de R [[t] ] extiende 
el orden de K [ [t] ] , résulta y ( f ^ ) > 0  1 i < s , es decir
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Y esta contenida en S, con lo que el teorema queda demostrado.
§9. Existencia de lugares reales, de rango 1, con centro dado y 
cuya dimension coincide con la dimension del centro.
En nues t ro proceso de construct iôn de lugares con rango, cen 
tro y dimensiôn dados, empezamos por el caso de rango 1, y dent ro de 
este con la igualdad entre las d imens iones del centro y del lugar.
En esta situaciôn, los resultados son api ic ac iôn de los lemas de se^  
lecciôn de curvas obtenidas en el pârrafo anterior.
Estudiamos primero el caso dim c|) = 0. En §7, demostramos, 
que si K = R(x^,...,x^) es un cuerpo real de funciones, existe un 
lugar real de K sobre R, que es discreto, racional y de rango 1. 
La siguiente proposiciôn muestra que el centro de un lugar con esas 
caracterîsticas puede ser f ij ado de antemano.
9.1. Proposiciôn.- Sea K = R(xj,...,x^) un cuerpo real de funcio­
nes de grado de transcedencia r sobre R. Sean,
A = r[xj,...,x^] y p un ideal primo, localmente real de 
A de dimensiôn cero. Entonces, existe un lugar real, <}>, de 
K sobre R, que es finito en A, discreto, racional, tiene 
centro p en k y rango 1.
Demostraciôn.- Sea V una variedad algebraica real irreduci. 
ble de R^ cuyo anillo de coordenadas es A. El ideal p define 
en V un punto, que en virtud de >2.8 es central en V. Salvo una 
traslaciôn podemos suponer que dicho punto es el origen Ci € r” .
Por 8.18, existe una curva y a través de 0 que esta cor^
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tenida y es Zariski-densa en V. Ta 1 curva y define una inmersiôn
Y : K ^  R ( ( t ) ) .
Designemos por v la valoraciôn canon ica de R((t)), v(z((t)) =
= o(z(t)), que a cada serie le hace cor responder su orden. La compo 
s ic ion V o y define una valorac ion real de K, que es finita en A 
puesto que y(A) d  R [ [l:] ] . Es discreta, racional y de rango 1 (en 
efecto, el grupo de valores es Z). Ademas el centro m de v « y 
en A es p, puesto que si y(X.) = Z ^. ( t ) , tenemos que Z^(0) = 0, 
y por tanto (v o y) (X^) = 0 ,  1 i ^ n . As I pues, m D p y como
p es maximal se tiene la igualdad. El lugar (p buscado, es el aso- 
ciado a la valoracion v o y.
9.2. Observacion.- Nôtese, que el resultado anterior puede enunciar 
se, tambien, del siguiente modo:
"Sean V una variedad algebra real irreducible, de a" y 
0 = (0,...,0) un punto central de V. Beo h :R[v] + R
el homomorf ismo de e specializaciôn en 0 ,^ es decir h ( f ( x ^ , . . . , ) ) =
= f(0,...,0). Entonces h extiende a un lugar <p : R(V) -> R dis­
crète y de rango 1".
Nuestro siguiente paso sera la amp 1iac ion de la dimension 
del ideal p. En concrete trataremos el caso dim p = dim <{) = s.
Esta etapa se reduce a la anterior mediante el proceso de extension 
del cuerpo base. Este metodo sera usado continuamen te en lo que si­
gne, por lo que loestablecemos por separado.
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9.3. Metodo de extension del cuerpo base. Considérémos K y A co^  
mo antes. Sea p un ideal primo de A, localmente real y de di- 
mensiôn s. Si denotamos x^ = x^+p, entonces A/p = R[x^,...,x^J
y el cuerpo de fracciones de A/p, A = R(x^, . . .,x^), tiene grado
de transcendencia s sobre R. Reordenando los generadores si
es preciso, podemos suponer que {x^,...,x^} es una base de tran^
cendencia de A sobre R.
Sea 3 un orden total en K = R(x^,...,x^) ta 1 que p 
es (3 n  A )-convexo (cf. 3.7), y sea T la clausura real de K 
con respecto a 3* Consideremos, ahora, la clausura real, E, de 
R(x^,...,Xg) contenida en F , y pongamos
Tenemos A CZ C CI F d  F. Designemos por 3 ' el orden en F indu^
cido por el unico orden en F. Entonces 3' es una extension de 
3 y por tanto p es (3' H  A)-convexo. Aplicando el teorema de 
existencia de lugares (3.13) existe un anillo de valoracion real,
B, de F, ta 1 que B ZD A y B tiene centro p en A. En part^
cular, se tiene
B=D R[xj,...,xJp n  R[xj,...,xJ = R(xi,...,x^), 
puesto que por nuestra elecc ion de x^,...,x^ como base de trans­
cendencia de A sobre R, p D R [x ^ , . . . , x ={0},
Mas aun, como E es la clausura real de R(x^,... ,x^) , E 
es entero sobre R(Xj^,...,x^) y se sigue que B O  E , y a que B
es întegramente cerrado. Por ultimo, como 1' ' '' » ^ A , tara-
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bien pertenecen a B, y, en definitive, tenemos, B %) C .
Sea q el centro de B en C , q es un ideal localmente 
real de C y q H  C = p , es decir q yace sobre p. (Obsérve-
se, que si B es un anillo de valoracion 3' convexo, entonces
q es (3' n  C )-convexo). Afirmamos que dim q = 0 (dimension de 
Krull como ideal de C). En efecto,
dim q = gr.transe. [( E [x^^ ^ , . . . , x^] / q) : e]
y por nuestra elecc ion de x^,...,x^, para cada j > s, existe
un polinomio f^(T) G R [x ^ , . . . , x^J [tJ ta 1 que f j (x ^ ) G p C  q.
Por lo tan to, xy+q es algebraico sobre E, s < j < n , luego
d im q = 0 .
Concluyendo, hemos probado:
Lema.- Con la notaciôn anterior, si p es un ideal primo, loaal- 
mente real, de A de dimension s, existe un dominio real 
C = E [x^^J,...,x^], finitamente generado sobre un cuerpo 
re nlmente cerrado E, y existe un ideal primo q, de di­
mension cero (i.e. maximal), localmente real, de C, taies
que A d C  y q fl A == p. Mas aûn, si 3 es un orden to­
tal en K, tal que p es (3 D A) -convexo, entonces exis^
te un orden 3' en el cuerpo cociente F de C, que ex­
tiende a 3 î/ tal que q es (3*0 C)-convexo.
Siguiendo con la notaciôn anterior, profundicemos un poco
mas en la relacion entre los ordenes de E, K y A. Tenemos el
siguiente diagrams conmu ta t ivo:
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(*)
A
donde it' y ir son los ep imorf ismos canonicos. Denotemos por g ' 
y 6 los ordenes cocientes en E y A respectivamente, indueidos 
por 8 ' y 8 . Puesto que 8 ' es una extension de 8 , el cuadra- 
do inferior del diagrama anterior tambiln préserva los ordenes, y 
como E es realmente cerrado y algebraico sobre A, puede cons id e^ 
rarse, mediante la inyeccion 0, que E es la clausura real de A 
con respecto a 1 orden 8 indue ido por 8 .
En particular, si ahora consideramos otro orden en F ,
tal que q es (8" H  C)-convexo, el orden cociente 8" en C^/qC^ 
coincide can 8 ' , puesto que E es realmente cerrado y por consi^ 
guiente tiene un unico orden. Este hecho, de naturaleza trivial, 
permi t ira puntualizar la existencia de determinados ordenes en los 
cuerpos residuales.
Pasemos, por fin, a la anunciada generalizaciôn de 9.1.
9.4. Propo s ic ion.- Con la notaciôn de 9.1, si p es un ideal primo 
de A, localmente real y de dimensiôn s, 0 < s < r-1, 
entonces existe un lugar real ^ de Vi sobre R, que es 
finito en A, discrete, de rango 1, tiene centro p en k
- 86
y dimensiôn s.
D e m o s t r a c i o n El caso s = 0 es la propos ic ion 9.1. Si 
8 > 0, por el lema 9.3, consideramos un cuerpo real de funciones 
F = E(x^^J,...,x^), E realmente cerrado, y un ideal maximal q, 
localmente real de C = E [x^^ j , . . . , x^] tal que A d C  y q D  A -p.
Ahora aplicamos 9.1 a F, C y q, y obtenemos un lugar real (j) ’
(j)’ : E(x^^j , . . . ,x^) -+ E
de F sobre E tal que es finito en C, discreto, de rango 1 y
con centro q en C.
Sea () la restricciôn de (fi ' a K , y sea E = (|)(K).
Puesto que F es algebraico sobre K, es discreto y de rango
1. Por otra parte, como *^'|e ” ^E’ tiene R(xj,...,x^)d E d E ,
y, en cons ecuenc ia, E es algebraico sobre R (x^,. ..,x^), con lo 
que (j) tiene dimension s. Finalmente, como q D  A = p, o tie^
ne centro p en A, y 9.4 queda concluido.
9.5. Corolario.- Con la notaciôn de 9 .4, si A = A^/pA^ y Z es
el cuerpo residual de c|», entonces, para cada orden 
en K tal que p es (B D  k)-convexo, si B représenta 
el orden cociente inducido por  ^ en h,  ^ puede ser
cogido tal que existe un orden Q en Z de modo que
(E,6) es una extensiôn ordenada de (A,W) (via la in- 
clusiôn canônica A ->■ E d
Demost racion.- Usamos en la demostracion, las observacio- 
nes finales sobre los ordenes hechos en 9.3. Sea j : A -*■ E
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1a inclusion canônica tal que el diagrama:
A=Ap/pAp
sea coninutativo, donde n es el epimorfismo canonico.
Si s = 0, entonces I = Û = R y no hay nada que demostrar.
Si s > 0, aplicamos el metodo 9.2 utilizando el orden 6 para la
construccion de F y E. Construimos (j) como en 9.4, es decir es 
la restricciôn a K de un lugar (J) ' : F ->• E . Entonces, F i E, y
se tiene que la aplicaciôn i « j : A -»'E coincide con la aplica-
ciôn 6 del diagrama (*) en 9.3. Sea E^ el unico orden de E, y 
tomamos B = E^ D  F . B es un orden en F verificando la condi- 
ciôn pedida, pues por la commutatividad (conservando los ôrdenes) 
de (*), se tiene j ^(ê) = B. (Ver el siguiente diagrama en forma 
de cubo del cual (*) son las caras anterior y superior).
F.
C
i
V
A
P
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La proposicion 9.4 puede ser interpretada geometricamente, 
aiinque imprecisamente, como sigue: hacemos un cambio de coordenadas 
de modo que la subvariedad W de V definida por p -donde V es 
una variedad algebraica, real, irreducible cuyo anillo de coordena­
das es A- se proyecta sobre el espacio afin de las s-primeras coo^ 
denadas en un semialgebraico que es Zariski-denso en A®, es
decir
p n  R[xj , , Xg] * {0} .
Consideremos ahora nuestra variedad tomando R(xj,...,x^)
como cuerpo base. Mediante especia1izaciones (aj,...,a^) de
(x^, ...,Xg), donde tengan sent ido, obtenemos una subvariedad alge^
b r a i c a real Z, r-s dimensional sobre R, y el lugar ij) cons-
truido es de dimension cero sobre esta subvariedad y define, por
tanto una curva sobre ella, centrada en un punto de W Q  Z . la
colecciôn de todas estas curvas define una "variedad formai" C
de dimension s+1 contenida en V y Zariski-densa en ella. La v^
loraciôn se realiza evaluando las variables x x a lo la rs + 1 n —
go de C en f une ion de X j , . . . , x ^ .
§10. Existencia de lugares reales, de rango 1, con centro dado y 
cuya dimension es superior a la dimension del centro.
En este epîgrafe eliminamos la igualdad entre la dimension 
del lugar (j) y la dimensiôn de su centro. Este paso, de apariencia 
inocente debido a su sencillez en el caso clâsico, résulta complica 
do en el caso real, principeImente por la dificultad de saber cuan-
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do la extension de un ^ ideal localmente real a un anillo mayor si­
gue siendo localmente real. Como corolario de nues t ros resultados 
obtenemos una demostracion nueva de la existencia de divisores pr^ 
mos reales centrados en un ideal dado, que no précisa del teorema 
de desingularizacion de Hironaka.
Mantenemos la misma notaciôn que en §9 (ver 9.1), y cornent 
zamos, como alli, por el caso dim p = 0 , es decir p es un ideal 
maximal de A. Siguiendo a Zariski [Za reduc imos el problems a
hipersuperficies, y para estas tenemos el siguiente resultado:
10.1. Lema.- Sea V una hipersuperficie real, irreducible, de r”,
y supongamos que £ = (0,...,0) es un punto central de V. 
Sea ({) un lugar real de R(V), finito en R [v], de ran­
go 1, discreto, racional y centrado en el origen en V. En 
tonces existe una hipersuperficie real V, hirracionalmen 
te équivalente a V, tal que R[v] 3  R [v], <|) es finito
en R [v] y esta centrado en un punto simple de V.
10.2. Observac iôn. - El lema anterior, para un lugar (|) arbitra- 
r io es el teorema de uniformizaciôn local de Zariski [Za^^ . No 
obstante para nuestro <}) particular ( ; cuya existencia ha sido de 
mostrada en 9.1!) la demost raciôn es totalmente elemental.
Demostraciôn.- Supongamos que V esta definida por 
f(Xj,...,X^) = 0, donde f es un polinomio irreducible. Sea 
A = R[v] = R ,...,X^]/(f), y representemos x^ = X^+(f),
1 < i < n. Sea v la valoraciôn canônica asociada a <|) y supon
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gamo s :
0 < v(xj) < vfxg) < ... < v(x^).
Si el origen £  6 V es un punto simple, hemos terminado. As I pues, 
supongamos que £ es multiple. Entonces f(Xj,...,X^) se escribe 
en la forma:
" - ^  + fr+1 + '+ fm'
donde f (X ^ , . . . , X^) es una forma de grado i, y r > I.
Puesto que es racional, para cada i= 2 , . . . , n , existen
constantes c^ G R (univocamente determinadas) tales que
v(Xj-Cj^ Xj) > v(xj) 2 < i < n .
Cons ideramos la transformacion cuadratica definida por 
1 = ’'I
X . - e x .
(*) Y , = x , ,  Y. = — ---- —  2 < i < n.
"1
Es decir considérâmes el anillo C = R[y^,.. .,y^^ 3  A , y cuyo cue£ 
po de fracciones sigue siendo R(V), pues x^ = Yj(y^+c^),
2 ^ i < n . Tenemos:
(**) f(Xj,---- X^) = y [ f^ (Yj , . . . ,Y^) ,
donde
f^  (Yj,. . .,Y^) = f^(l,Y^, . . . ,Y^) +
+ Yjf^^j(1 .Y^,- . .,Y^) +.,.+ Yj f^(l,Y^, .. . ,Y^) .
C es el anillo de coordenadas de la hipersuperficie 
de ecuacion f ^ ( Y j , . . . , Y^ ) - 0. Puesto que (fi es racional, el 
centro de <j) en es un punto, y como, por construccion,
v(yj) > 0  1 -5; i < n (donde y^ = Yj+(f^)), <f> esta centrado en
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el origen en V ^.
De la ecuacion (**), por derivaciôn, obtenemos (las ecua- 
ciones tienen lugar en B) :
3f
9x. =
r-1
(^1
3f 
9y. - I (y<+c )
9f
9f r-1 9f
^  " yi —
1
I
i=2
donde 9f 9x .
9f 
9X . + (f)
9f
9y,-
9f
9Y + (f^) .
De aqui, résulta,
min {V (%^) , 1 < i < n} > (r-l)v(y.) + min (v(^-^), 1 < i n}vx ^ I gy ^
• 9f
r > 1 , concluimos quey como v(y^) = v(x^) > 0
min {V (-|-^- ) , 1 ^ i < n} < min {v ( ^  ^^ ) 1 ^ i ^  n} .dy i dx ^
De este modo, repit iendo transformacionés del tipo (*), en
un numéro finito de pasos (menor o igual que min {v ( )} ) obte­
nemos una hipersuperficie V definida por f(Tj,...,T^) = 0, tal 
que R [ v ]  3  A = R [vj , (f) esta centrado en el origen en V, y
min {V (%^) , 1 < i ^ n} = 0 ,9ti
lo que signifies que el origen es un punto simple de V.
Ahora tenemos el siguiente resultado, que prueba, en part£ 
cular, la existencia de divisores primos reales sobre puntos sim­
ples.
10.2. Lema.- Sean K y A como en 9.1. Supongamos que el ideal 
maximal p = (x^,...,x^)A es localmente real y que A^
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r*l X I
es un anillo local regular. Entonces, si A. = A — ,...,— ,
 ^ L*i *iJ
l ^ i ^ n, al menos para un i, se tiene pA^ fl A = p,
y pA^ = x^A^ es un ideal primo localmente real de A^.
Demostracion.- p define una valoraciôn discreta del si­
guiente modo:
"si f 6 A, v(f) = t, si y solo si f G p*" y f i  p^^*, 
y dado h G K, si h = f/g entonces v(h) = v(f) - v(g)".
Dicha valoraciôn recibe el nombre de divisor primo canôni- 
co definido por p, y Zariski, demuestra £cf. Za^] que si 
v(x^) = min {v(xj),...,v(x^)} entonces la valoraciôn v tiene cen
r*i X 1
tro x.A. en A. =* AI—  ,..., — 1. En cons ecuenc ia, para concluir
1 1  1 Lxj ’ ’ x^J
el resultado basta probar que la valoraciôn v es real.
Para ello usaremos el siguiente criterio (que se prueba in 
media tamente que es équivalente a la real idad local del ideal maxi^ 
mal del anillo de valoraciôn de v):
"Si a ,6 G A son sumas de cuadrados de K, entonces
2V(ai B) = min (v(a),v (B))". Sean a ,B G A, a » (Ea?), a.,b G A,
b 7* 0 , y
4  (FcJ), c ,d 6 A, à i 0.
J Jd
Supongamos v ( a )  = t y v ( B )  = s. Entonces a = a ^ + a ^ ^ ^  +... 
y B = ^s^^s+1 '*’••*> donde a^^ y B^^ representan formas homogêneas 
en unos paramètres de uniformizaciôn z ^ ,. . . , de m. Résulta
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. 2  _ 2 b a  = la^, y
d^B = ECj
Escribiendo a^,b,d y c^ como polinomio en e igua-
lando las formas iniciales, résulta
.2 _ 2
\ “ c - C'l,« •
'qSs -
donde v(b) = p, v(d) = q, u *= min {v(a^)}, ü) = min {v (c ^ )} y
las sumas se toman sobre los a^ y c^ que alcanzan los valores
u y w respectivamente. Supongamos que v ( a + B )  > min ( v ( a ) , v ( B ) ) .
Entonces ct^  + B = 0. Pero, de las ecuaciones anteriores résulta t s
° = ‘‘q ""^(«t+^s) = ^(=i,u
lo que contradice la realidad del anillo A. Por consiguiente, el 
divisor primo canônico es, en efecto, real, lo que concluye el lema.
Antes de enunciar el resultado que andamos buscando, reco^ 
damos el siguiente, cuya demostraciôn puede verse en [Sr^] . Afirma 
que la altura y la dimensiôn de un ideal primo localmente real de 
A, pueden ser medidas utilizando cadenas de idéales primos local­
mente reales. Mas aun, estas cadenas son "fuertes" en el sent ido de 
que existe un orden total B de K tal que todos los idéales de 
la cadena son simultaneamente convexos para B H  A.
10.3. Propos ic iôn [Sr .- Sea K = R(x^,...,x^) un cuerpo de fun 
ciones de grado de transcendencia r sobre S y sea
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A = r [ x , . . . ,x^] . Supongamos que p es un ideal primo de 
A, localmente real y de dimensiôn s. Entonces, existe 
una cadena de idéales primos de k, localmente reales,
P r - l Ç  •••Ç  Ps = P Ç  P s - l Ç  - - - Ç  P o Ç  A-
y taies que existe un orden p en K de modo qr^ e para todo
0 < i ^ r-1, es (B D k)-convexo.
Ahora tenemos:
10.4. Proposicion.- Sean K = R(xj,...,x^) un cuerpo real de fun­
ciones de grado de transcendencia r sobre R y sea 
A = R[xp...,x^]. Sea s un entero, 0 ^ s ^ r-1, y su­
pongamos que el ideal maximal p = (x^,...,x^)A es local­
mente real. Entonces, existe un lugar real de K sobre R, 
finito en A, discreto, que tiene rango 1, dimensiôn s y
centro p en A.
Demostraciôn. - Por 9.1, existe un lugar real de K s£
bre R, discreto, de rango 1, racional y con centro p en A. 
También, por el lema de Norma1izaciôn de Noether, existen elementos 
^l’''*’^r ^ A , que son combinaciones lineales de Xj,...,x^, ta­
ies que A es entero sobre R[y ^ ,. . . ,y . Sea 6 A un ele­
ments primitivo de K sobre R(yj,...,y^) y sea f(y^,...,y^,T) 6 
G R [y 2 , . . . , y^ , T] el polinomio mînimo de Y^^^ sobre R (y j , . • . , y j.) 
(nôtese que f(yj,. . . ,y^,T) G R[y^,. . . ,y^,p] por ser Y entero
sobre R [y ^ , . . . , y ^] , y R [y ^ , . . . , y întegramente cerrado).
Consideremos la hipersuperf icie de ecuaciôn f (y^  ,... ,y^,T) =0,
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cuyo anillo de coordenadas es A* = R [y^,.. .,y^ ,y CZ A . Sea p* 
el centro de <J> en A*, es decir, p* = p fl A*. Aplicando el le­
ma 10.1 a 1 lugar ip, K, A* y p * , existe un dominio finitamente
generado sobre R, A', tal que K es el cuerpo de fracciones de
A', y ij^ esta centrado en un ideal p ’ en A ' tal que A ^ , es
regular. Sean A' = R[z ^ , . . . , ,  p ' = (z^,...,z^)A' (en realidad, 
sabemos, por 10.1 que m = r+1).
Apliquemos ahora el lema 10.2 a A ' y p '. Sabemos que p^ 
ra algun i=l,...,m, digamos, por ejemplo, i=l, el ideal
p ’a ; = z ^a ; es primo. localmente real; y p'A^ fl A' = p'. dond e
=
Puesto que a | es un dominio finitamente generado, y P'A| 
es principal, por el teorema de Krull, P'a | tiene dimension r-1. 
Consideremos, por ultimo, un ideal primo q de a |, localmente 
real, de dimension s y tal que q Z) P'a |. Tal ideal existe en 
virtud de 10.3. Ahora estamos en las cond ic iones de la proposicion 
9.4: Aj es un dominio finalmente generado, K es su cuerpo de
fracciones, y q es un ideal de Aj, localmente real y de dimension 
s. Entonces, existe un lugar real <() de K sobre R, que es f i^ 
nito en a|, discreto, de rango 1, dimension s y con centro q 
en Aj . Para concluir la proposicion, falta probar que <() es fi­
nito sobre A y que tiene centro p en A.
Pero, Aj 3  A',
Q n  A ' 3  P'a J n  A' = p '.
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Como p' es maximal, résulta q fl A' = p', luego $ tiene cen­
tro p' en A ’. Por otra parte, por construccion, tenemos:
A** C  A^, y p ’ n  A* = p*.
Ademas, A^, es integramente cerrado, por ser un anillo local r e^ 
gular. Puesto que A^ 3  A**, y A^ es entero sobre A**, resu£
ta Ap3  Ap,, y en consecuencia (|) es finito en A^. Mas aun,
P'A’, n Ap = pAp
puesto que ambos son centro del lugar inicial, luego, <() tiene
centro p en A, y la demostraciôn esta compléta.
El metodo 9.3 de extensiôn del cuerpo base, permite gener^
lizar la situaciôn al caso en que dim p > 0 , analogamente a lo
que se hizo para pasar de 9.1 a 9.4. Asî, tenemos:
10.5. Teorema.- Sean K y A como en 10.4, y supongamos que p 
es un ideal primo de A, localmente real y de dimensiôn 
t, 0 < t ^ r-1. Entonces, dado un entero s, t ^ s r-1, 
existe un lugar real de K sobre R, finito en A, di^
creto, de rango 1, dimensiôn s y centro p en A.
Demostraciôn.- Usando 9.3, con un orden de K que haga a 
p (B n  A)-convexo, reduc imos el problems al caso de dim p = 0, 
donde p es ahora un ideal primo, localmente real de 
C = E[x^^^,...,x^], p n  A = p, E es la clausura real de
R(xj,...,x^) con respecto al orden B 0  R(x^,...,x^), y
Xj,...,x^ son taies que {x^+p,...,x^+p} es una base de transcen 
dencia de A/p sobre R.
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Apliquemos 10.4, para obtener un lugar real sobre E,
ip : E ( x ^ ^ ^  , . . . ,x^) E,oo
finito en C, discreto, de rango 1, centrado en p y de dimension 
s' = s-t. Ahora, es inmediato que la rstriccion 4> = ij; | ^  es el 
lugar buscado.
10.6. Corolario (Existencia de divisores primos).- Sean K y A
como en 10.4. Sea p un ideal primo de A, localmente 
real. Entonces, existe un divisor primo de K centrado en 
p en A.
Demos t ra c iôn.- Basta aplicar 10.5 con s = r-1.
10.7. Observac iôn.- (a) La demostraciôn de 10.4, muestra, como da 
do un punto central en una hipersuperf icie real, despues de un nume^ 
ro finito de explos iones, obtenemos como transformado del punto una 
subvariedad real de codimensiôn 1, que da lugar a un divisor primo 
centrado en el punto. Esto resuelve el problema planteado por Brum- 
fiel en [^B r g] . No obstante, el hecho de basarse la demostraciôn en 
la obtenciôn de un punto simple, hace que el numéro de explos iones 
utilizado, no sea, en general, el mînimo necesario para ello. Por 
ejemplo en
x^ + y^ = z^.
Si <|> es un lugar discreto, racional, centrado en (0,0,0) y tal 
que v^(x) < v^(y) < v^(z) , entonces, hac iendo la explosiôn 
X ' = — , y' = z ' = z, résulta
(x')2 + (y')2 = (z')2
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y el transformado real de (0,0,0) es (0,0,0). Ahora, solo una
explosiôn mas es necesaria para obtener un transformado de codimen
X  * V  ^siôn 1 de (0 ,0 ,0), concretamente x" = y" = ^  y z" = z',
mientras que en el proceso de 10.4, hacen falta dos: en la primera 
alcanzamos un punto simple sobre (0 ,0 ,0 ) y finalmente explotamos 
con centro ese punto.
(b) El teorema 10.5 muestra que, en cuanto a lugares de 
rango 1, la situaciôn es ôptima, es decir, siempre que se d en las 
condiciones necesarias para la existencia de lugares reales de ran 
go 1 , con centro p y dimensiôn s, taies lugares existen.
10.7. Corolario.- Con la notaciôn de 10.S, si g es un orden total
en K de forma que p es (B D k)~convexo, y si B déno­
ta el orden cociente inducido por B en A = A^/pA^, en­
tonces el lugar (j) puede ser tornado tal que su cuerpo re­
sidual Z tiene un orden B çwe extiende el orden ^ me
mediante la inclusiôn canônica A E .
Demostraciôn.- Es idêntica a la del corolario 9.5.
Finalmente, la compos ic iôn de lugares de rango 1 permite 
obtener lugares de rango arbitrario, como muestra el siguiente teo
10.8. Teorema (Teorema de existencia de lugares reales con centro 
y dimensiôn dados).- Sea p un ideal primo de A, local­
mente real y de dimensiôn t. Sean m y s dos enteros
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tales que
t ^ s ,  y s+m < r.
Entonces, existe un lugar real de K sobre R, finito en
A, discreto, de rango m, dimensiôn s y centro p en A.
Demostracion.- Resolvemos primero el caso t = 0. La demos^
t rac ion es por induccion sobre m = rango (if)). Si m = 1 el resuJL
tado es el teorema 10.5. Supongamos que m > 1. Tomemos, por 10.5,
un lugar sobreyec t ivo, c() ^ : K -»• Kj , de K sobre R, de rango 1,
dimension r-1 y centro p en A. (fi ^ es un divisor primo, y por
consiguiente, el cuerpo residual K^ es un cuerpo real de funciones
de grado transcendencia r-1 sobre R (cf. j^ Z-S] pag. 89). Por
nuestra hipotesis en t, tenemos A = A /pA = R.p p
Si r = 1, hemos terminado. Supongamos, pues, r > 1, y 
sean y^ ,. . . ,y  ^ G Kj tales que = R (y ^, . . . ,y^) . Pongamos
B = R[y ^ , . . . ,y . Puesto que B es un dominio, real, finitamente
generado, existen cadenas de idéales primos localmente reales de
longitud maximo, i.e. de todas las d imens iones 0,l,...,r-2. Cons i^
deremos q un ideal primo de B, localmente real y de dimension
t' ^ s. Por la hipotesis de induccion, aplicada a q, B, Kj, ra-1,
s y r-1, existe un lugar real i()^ de K^ sobre R, de rango
m-1, dimension s y centro q en B.
Tomemos ^ Entonces, (J) es un lugar real de K
sobre R, finito en A, de rango m y dimension s. Ademas, p
esta contenido en el centro de (J> en A, y como p es maximal, 
résulta que ({> esta centrado en p, lo que concluye el caso t = 0 .
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Supongamos t > 0, Usando el metodo 9.3 de extensiôn del 
cuerpo base, pasamos a un ideal primo p, localmente real de 
C = E »... x^] , donde E es la clausura real de R(xj,...,x^)
respecto a un orden B que hace (B D A)-convexo al ideal p. En
tonces, por la primera parte de este teorema, existe un lugar real
ij; : E ( X j . ^ j  , . . . , x ^ )  +
de E(x^^j , . . . ,x^) sobre E, centrado en p, de rango m y di, 
mens iôn (sobre E) s' * s-t. La restricciôn <|» = | ^  es el lugar 
buscado, pues, como E(x^^^,...,x^) es algebraico sobre K, el
rango de i|> coincide con el de .
10.9. Corolario.- Con la notaciôn de 10.8, si B es un orden total 
en K, de forma que p es (B D A)-convexo, y si B deno 
ta el orden cociente inducido por B en à = A^/pA^, en­
tonces el lugar <t> puede tomarse tal que su cuerpo resi­
dual E tiene un orden B que extiende el orden B me­
diante la inclusiôn canônica A T.
Demostraciôn.- Idêntica a la de 9.5.
§11. Como tangente real
En el epîgrafe anterior hemos observado las dificultades 
existantes para encontrar divisores primos reales sobre puntos s in 
gulares de una variedad. El origen de taies contratiempos esta en 
el lema 10.2. En efecto, trabajando sobre un cuerpo base cualqniera.
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siempre es cierto que al menos uno de las extensiones mA^ = x^A^ 
(donde A^ y m tienen el mismo significado que en 10.2), se cori 
trae a m. Si el cuerpo base es algebraicamente cerrado, dicho 
ideal define una subvariedad de codimensiôn 1, que produce un divi^ 
sor primo sobre m. S in embargo, si el cuerpo base es realmente ce^  
rrado, para que x^A^ de f ina una subvariedad real de codimensiôn 1, 
uno de sus primos asociados debe ser real, y si, ademas, queremos 
que de f ina un divisor primo real, dicha subvariedad debe ser cen­
tral (cf. 2 .10), i.e. su ideal debe ser localmente real. Ninguna 
de estas cosas es cierta, en general, si el punto es singular, co­
mo muestra el siguiente:
11.1. E.j emplo . - Sea A =
rig. 6 
El caso mA 2
MA.
: 1 1X 2 , X 3] , donde ■ 1 * 4 -  4 Sea
m = A . Entonces, ninguna de
las très extensiones mA^ es real, ni
tiene asociados primos reales. En efec^ 
= 2 *3lto, mA, = XjlR
1
X 2 X 4 
1 + (— ) = (— )
1 I
y se tie-
Por tanto 1 + (--) 6 x.A lo que prue^
ba que R/XjAj = Aj ( /xJAj = radical
real de x^A^, cf. [DU3] o [Ri] para 
su definiciôn y propiedades).
es idêntico. En cuanto a mA
= X3R
rx^ 
L“3
3 '
donde
tenemos
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^ 1  ^ *2  ^ 2 
- 4  •
En consecuencia, (— -) 6 y (— ^) 6 *^ /x A_ , de donde resu£j J X 2 j j
ta
*1 *2
(/ (X3A 3) = y ( (—  , — ) A 3) = {(0 ,0 ,0)}, que tiene codimen- 
sion 2 en V^.
Por otra parte, el ejemplo 11.1 pone de manifiesto, el 
autentico problema detras del planteamiento: es sabido, que, si el 
cuerpo base es algebraicamente cerrado, para cada i, la variedad 
definida por x.A^ coincide con la i-esima parte afin del cono tan 
gente proyectivo de la variedad V en el origen. Analoganiente, 
x.A. définira una subvariedad real de codimension 1 si el cono tan 
gente de V en £ = U(m) contiene suficientes tangentes reales en 
el abierto afin f 0 de r ” . Asi, en el ejemplo anterior, solo
existe una recta tangente, real, a la variedad en el origen: el eje 
z, lo que provoca que ninguna de las extensiones de lugar a una 
subvariedad real de codimension 1.
Se plantea, entonces, de modo natural, el estudio del cono 
tangente real a una variedad real en un punto. Sea V una varie­
dad algebraica real y sea p = (0,...,0) 6 V. Représentâmes R(V) 
por R(xj,...,x^) = R(x) , y R [ v ]  por R[x^ , . . . ,x^] = R [x] . Dé­
finîmes los siguientes cones de R*', con vert ice en p :
11.2. Definicion.- C°(V ,p) es el aonjunto de puntos
a = (aj,...,a^) 6 r" tales que la especializaciôn de 
r[x,u,£] en el punto (£;0 ,a) 6 R^"^^, i.e. el homomor 
fismo:
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4* * K [x 2 , • . • • . • ,t ^ R ,
definido por 4> ( f (x ^ , . . . , x^ ; u ; t , . . . , t^) ) = f(0 ,...,0 ;0 ;
a , . . . , a^), se extiende a un lugar racional, del cuerpo 
R(x;u;£), donde u es un elemento transcedente sobre 
R (x) y u t ^ = x ^ ,  1 ^ i < n .
11.3. Definiciôn.- Definimos el cono tangente real de V en p
como el conjunto C^(V,p) = (V ,p) de puntos pertenecien
tes a rectas que son limites de rectas del haz de vértice 
p, secantes a la variedad V, i.e. " (a^,... ,a^ ) 6 Cj^ (V,p)
si y sôlo si existen sucesiones { a^^^ = (a|^\ R",
y ^^k^kGIN^ ^ taies que {a } -+ a, -*-0 y para ca
da k 6 IN, x^^) = . . . , ) 6 V".
11.4. Definiciôn.- Definimos el conjunto C^(V,p) como la variedad
definida en r” por el ideal homogéneo de las formas ini­
ciales de los polinomios de J(V).
11.5. Observaciones.- (a) Si el cuerpo base R es algebraicamente 
cerrado, por el teorema de extensiôn de especia1izaciones, la def£ 
niciôn 11.2 coincide con el conjunto de puntos a^ 6 r” taies que 
(£,;0,a) es especializaciôn de R [jc ; u , £] , i.e. esta definido el 
homomorfismo de sust ituciôn
(j) : R |]x 2 , . . . , x^ ; u , t 2 , . * . ^ R ,
(|)(f(x^,...,x^;u;tj^,...,t^^)) = f(0 ,...,0 ;0 ;a.,...,a^).
Es bien conocido, que si R es algebraicamente cerrado.
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C°(V,P) = c^ (V ,p) = Cg(V,p). sin embargo, en nuestras hipotesis 
dg que R es realmente cerrado, los tres conjuntos son en general 
distintos, como muestran los ejemplos que damos mas adelante.
(b) Representamos variedad definida por
J(V)CZ r [Xj ,...,X^] en el cuerpo algebraicamente cerrado R(i), 
se verifies que
donde ^R(i) represents el cono tangente de '^r (j ) ^n
en [R(i)]".
(c) Cj^(V,p) f {p} si y sôlo si p no es un punto aislado
de V.
La siguiente proposiciôn muestra la relaciôn entre los tres 
conos definidos. Usamos la siguiente notaciôn: V° = V y por reçu
rrencia, definimos = Sing V^.
1 1 .6 . Proposiciôn.- (a) C^(V,p) es un cono semialgebraico cerra
do de r". Ademâs C°(V,p) t* {o} si y sôlo si p 6 V^.
(b) C (V,p) = U C°(V^,p). En particular C (V,p)
* i>o . * ^
dim V^>o
es semialgebraico y cerrado.
(c) C°(V,p) Cl C„(V,p) C  C^(V,p).
Demostraciôn.- (a) Probaremos primero que (V,p) es se 
mialgebraico y cerrado. Sea V la variedad algebraica de R^^* 
cuyo anillo de coordenadas es B = R [x^, . . . , ; u ;tj,.. . , t =
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= R [u ; t J , . . . , . Puesto que u t ^ = x^, V es la imagen en la ca_r
ta afîn u f 0, por la explosiôn del origen, del cilindro V ’ de 
construido sobre V. Asî, un punto (z,x^,..,x^) 6 V si y 
sôlo si (zxj , . . . , zx^) 6 V, y si z t* 0 , y (x^ , . . . , x^) ^
4 (0,...,0), (z,x^,...,x^) es regular en V si y sôlo si 
(zXj,...,zx^) es regular en V.
La cond ic iôn de que la especializaciôn en (0,a^, ...,a^) 
se extienda a un lugar racional <) : R (u , t ^ , . . . , t^) -+ R , équivale, 
despues de los resultados de este capîtulo (cf. 9.1) a que el punto 
(0,aJ,...,a^) sea central en V. Por consiguiente, identificando 
p" con el subespacio {(0,x^ , . . .,x^) : x^ 6 R, 1 ^ i ^ n} d  p"^^
obtenemos
C°(v,p) = n {u = 0},
lo que demuestra que (V ,p) es semialgebraico y cerrado. Por 
otra parte , si (aj^,...,a^) 6 C°(V,p), entonces ( 0 , a ^ , . . . , a^) G 
y existe una sucesiôn de puntos regulares de V
{ (Ak»a[^\ . . . f 0 para todo k, y {X^} -+ 0 , tal
que { ( X|^  , a J , a^ *^  ^) } -> ( 0 , a ^ , . . . , a^) . Por tanto,
(X|^ a . . . ,Xj^ a^ *'^  ^) G Reg V, y para cualquier p G R'^{0},
((Xj^p~S(pa[*^^,. . .,(X^p"S(pa^'^^) =
= (A^aJ*"^ , . . . ,X^a("^)) 6 Reg V, 
lo que prueba que (X^p \  pa , Pa^^^ ) 6 Reg V. Pero
{(A^p \  pa^^\ . . . , pa^^^ ) } ^ ( 0 , aj.. a^)
( k, ) ( k ) ~y se sigue que el punto (0 ,pa^ ,...,pa^ ) 6 , es decir
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(p3 j,..., a^) 6 C°(V,p), lo que demuestra que C°(V,p) es un co
no. Finalmente, es évidente que C^(V,p)  ^ {0} y solo si p G .
(b) Sea a = (a,,...,a ) G C (V,p). Entonces, existen su-
(k) _ ,.(k) (k)
1 ’••*’®n ^^kGW’ '"k'kGW
-> a, 0 y para cada k G N,
x^^^ = (X|^ a J , . . . , X ) G V. Puesto que V se descompone en una
union finita:
V - (V^'vvM U  (V^'^V^) U
existen subsucesiones, que denotamos también por (X^) y {a ^ ,
y existe i > o, taies que para cada k, x^^^ G  ^k®n^^^’
Se sigue que x^^^ G Reg (V^) . Pero entonces, para cada k, se tie^
ne ( A^ , a .... a^^^) G Reg ((V^)), de donde (0 , a j , . . . , a^ )
G (V^)^, y a = (3 j,...,a^) G C°(V^,p). Esto prueba Cj^(V,p) C
C  U  cj(v\p).
ôimV 2.9^eciprocamente, sea a G C°(V^,p). Entonces (0 ; a ) G (V^) 
y existe una sucesiôn ^  ^ ® i » • • • »  ^^ keU ^  Reg (V^,p),
A^ f 0 para todo k G N, tal que { ( Aj^ , a ^ *^\ . . . , a^ *^  ^) } -+
(0 , a J , . . . , a^) . En particular, {A^} 0,
{ (a^^\ . . . , a^^^ ) } a y para cada k, x^^^ = (Xj^a^^^ . . .
. . . , ) G V ^ d  V, es decir a G C^(V, p) , lo que concluye (b).
(c) C°(V,p) d  Cj^(V,p) ha sido probado en (b). Por otra 
parte C^(V, p) d  ^r ( i) i) D  r " = C^(V,p) (observaciôn 
11.5(b)).
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11.7. Comentar io.- El cono (V ,p) produce las rectas tangentes
que provienen de la parte central de V, i.e. que son limite de
rectas secantes a V en puntos centrales. C°(V,p) cons t ituye,
pues, la parte de C^(V,p) de dimension maxima. For otra parte
2
(V,p), a 1 ser la parte real del cono tangente de la variedad 
complexificada, contiene tambien las rectas reales tangentes a 
puntos no reales, y es en general mayor que C^(V,p) (cf. Ejem- 
plo 11.8).
For ultimo, la proposicion 11.6 reduce el problems del cal^  
culo de Cj^(V,p) a un problems de calcule de puntos centrales de 
una determinada variedad. Dicho calculo es constructible, en el 
sentido de que existe un algoritmo que 1o lleva a cabo .
Resaltamos que e1 cono tangente real no es, en general al- 
gebraico. Esto hace que no exista ninguna caracterizacion algebra^ 
ca en termines de idéales o anillos graduados, excep tuando la dada 
en 11.6 usando lugares reales. En particular, es significative que 
el ideal de las formas iniciales no détermina el cono tangente 
real, en el sentido de que dos var iedades pueden tener el mismo 
ideal de formas iniciales y su cono real diferente.
11.8. E i emples.- En todos los ejemplos, el punto p represents el
origen de coordenados.
11 .8.1.- Sea la variedad de definida por y (x^+y^ ) = x^.
Se t i en e :
signo y = signo x.
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y reescribiendo la ecuacion en la
2 5forma x (x-y) = y , résulta
signo (x-y) = signo y.
Fig. 7
En consecuencia la curva esta con 
tenida entre las rectas y=x e y=o 
(zona sombreada en la figura). Se 
tiene “ {(%,y) : (x-y)=0}
mientras ~
= {(x,y) : x-y = 0}, pues evidente-
mente la recta x = 0 no es limite 
de tangentes reales.
11.8.2.- Sea V_ (2 R , definida por x +y = z (ver figura 6,
pâg. loi). 
= {(0,0,z) G R} Por tanto, résulta dim C^(V^,p) < dim^
11.8.3.- Sea C  R definida por z(x +y ) = x (fig. 8). Ré­
sulta, {(x,y,z) : z(x^+y^) = 0} = {z = 0} U
U  {(0,0,z) : z 6 R}.
Calculemos C°(V^,p), la variedad (V^) Cl viene defi­
nida por la ecuacion
(*) z (x^+y ^) u^x^.
Entonces Cj^(V^,p) = (V^)^ Q  {u = 0} = {(0,x,y,z) : (x +y ) z = 0} D  
n  ( ) ^ . Ahora bien, los puntos (0,x ,y ,0) 4 (0,0,0,0) son regu 
lares de y por tanto (z = 0} Cl C°(V^,p). Por otra parte, los
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puntos del eje z, (0,0,0,z) no son centrales en (V^), pues
(k) (k) (k)
si { (0,0,0,1) y (A^,x^^) 6 (V?)
(k)  ^  ^   _.(k)
, 7 »“ /-> j \  " t} i “ / " \ « 2.
para k >> 0, z'"' > 0, y por consiguiente x'^' > 0. De la ecu£
cion (*) résulta
(k)//_(k),2 ^ , (k),2 (k),5(A.) = z ( ( x  ) +  (y ) ) / (x )
de donde si (x^^^ (0,0), (X^) -+ «>, con t r ad ic c ion .
En consecuencia
c” ( V ^ , p ) = { z = 0 } ,  y
C„(V_,p) = C°(V^,p) U C°(V^,p) = {z = 0} U {(0 ,0 ,z) :R''3'r' "R''3'^' ^ "R'"3
z G R} .
11.8.4.- Sea V. CI R^ definida por z(x^+y^+z^) = x^. Tenemos
(^6 ' p) {(x,y,z) : z (x^+y^) = x^} (fig. 2, pâg. 15)'R ' 4
S in embargo, tenemos:
signo (z) = signo (x)
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y reescribiendo la ecuacion en la forma
z (y ^ + ) *= (x-z ) ,
résulta,
signo (z) = signo (x-z).
Por tanto, la superficie esta comprendida entre los pianos z = 0 
y x-z = 0, con lo que es évidente que el ej e z no es limite de
secantes a la variedad. En conclusion, tenemos
C°(V^,p) = Cj^(V^,p) = Sj = {(x,y,z) : z (x^+y^) = x^}\
\ {(0,0,z) : z 6 R \ {0}}.
Observamos que ,p) es semialgebraico . Ademâs,
y z(x^+y^) » x^, tienen la misma forma inicial, pero sus conos 
tangentes reales en el origen son distintos.
11.8.5.- Damos, finalmente, otro ej emplo de una variedad algebra ica 
real, irreducible, cuyo cono tangente es semialgebraico. Sea V^d 
definida por
2 2 Stx - zy^ + t^ = 0.
Résulta,
C^(V5 ,p) = {(x,y,z,t) : tx^-zy^ = 0}
Ahora bien, reescribiendo la ecuacion de V^, obtenemos
t(x^+t^) = zy^ , de donde
signo (t) = signo (z), siempre que t  ^ 0. Por tanto, résulta in 
mediate que las rectas (0,0,Xa,Xb) CI (V^,p), donde ab < 0 no
son limite de rectas secantes a V^. En consecuencia.
Ill
C°(v^,p) = C^(V^,p) = C p ( V ^ , p ) \ {(0,0,z,t) : 2t < 0} =
= S„ = {(x,y,z,t) : tx^-zy^ = O} {(x,y,z,t) : zt < 0}
11.9. Corolar io. - Con la notaciôn de 11.6', se tiene:
dim C°(V,p) = dim C^iV,p) ^ dim C^(V,p).
Ademâs, en general, la desigualdad dim Cj^(V,p)  ^
< dim C^(V,p) es estricta.
Demostracion.- Puesto que si S y T son semialgebraicos
y S T, se tiene que dim S ^ dim T (cf. [Re^ ]^ ) , el corolar io
es consecuencia inmediata de la proposicion 11.6. Para probar que
la dimension de C^(V,p) es, en general, mayor que la de C^(V,p),
2
basta dar un ejemplo: Sea W la curva de R definida por la
ecuac ion
7 U U
y(x + y ) = x  (*)
(ver fig. 9,a), y sea p = (0,0). Se tiene C^(W,p) = R ^ U  •
(a) (b)
Fig. 9
De (*), résulta, signo (y) > 0 y reescribiendo (*) en la
5 . 2 , 2 , 
y =* X (x - y).
forma
) = signo (x -y). Por tanto, v < x y es évidente que la
- ; p L i O T E C A
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recta no pertenece a Cj^(W,p). Es dec ir, Cj^(W,p) - R^. Con
s id er emo s la variedad ob t en id a al girar W totnando R^ como
e j e de giro. Es inmediato que (V^, p ) == R^^ (J R^. mientras que
Resumimos los resultados de los ejemplos dados, en el si- 
guiente cuadro, donde R^, R^, R^ representan los ejes x, y, z 
respectivamente, R^^ el piano z • 0, etc...
C°(V,p) c^(v,p) C^(V,p)
^x-y ""x-y 'J S
^^ 2 %
^3 "xy *xy *z
^1
z(x^+y^)=x^
""s ^2 ^2
2 2 tx -zx = 0
Rx % z  V  \
Concluimos la secciôn mostrando, como usando los resultados 
de lugares reales demostrados en el capitule, pueden probarse inme- 
dia tamen te dos resultados que apa rec en por vez primera en Efroymson 
[E]. El primero afirma que dada una variedad real, irreducible,
V d  r ” en la que ^ = (0,...,0) es un punto central de V, si 
considérâmes la explosion con centre el origen, siempre existe un 
punto real (central en la transformada de V) en el diviser exce£ 
cional sobre 0.
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En efecto, sea A = R[x ^ ,...,x^] el anillo de coordenadas
de V y sea (j) un lugar real de R(V) con centre ^ en V. S£
pongamos que (x^) = min { ( x ^ ( x ^ ) }, donde repré­
senta la valoracion canonica asociada a è . Entonces
A J = A B,, donde B, es el anillo de valorac ion2 _
L"1 ’ ■ ■ ”
de (|). Sea p el centre de <() en A^ . Se tiene
p A = (xJ,...,x^)A. Por ultime, sea m^ un ideal maximal de
A, résulta fl A = (x^,...,x^)A . El ideal define un punto
central en , la transformada de V, en la carta afin x^ f 0, 
de V, que yace sobre 0^,
El segundo af irma, que si V ' es la normalizaciôn de V, 
entonces existe en V ' un punto central que yace sobre 0^. En
efecto, si (j) es un lugar real de R(V) con centro 0^ en V,
entonces V* B^ puesto que V ' es entero sobre V. Sea m'
el centro de (j) en R [v  ' ] . Como m' D R [ v ]  = ( X j  , . . . , x ^ ) R [v ]  ,
m' es maximal en R [ v , y es localmente real por ser centro de 
un lugar real. En consecuencia m ' define un punto central 0' 
de V' que yace sobre 0^.
Observamos que ambos resultados son falsos si se prescin
de de la hipotesis de que el punto 0 sea central. Por ejemplo,
2
si V es la curva en IR ,
x^+y^ = x^,
no existe ningun punto real sobre el origen en la transformada de 
V por la explosion de centro el origen. Del mismo modo, la supe£
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ficie de ecuacion
x^+y^+z^ = x^ (fig. 10, pâg. 118)
es normal, pero el origen es un punto aislado.
CAPITULO III: CADENAS DE ESPECIALIZACIONES.
En este capîtulo aplicamos los resultados obtenidos en el 
capitule II para la obtencion de cadenas de especializaciones de 
lugares reales con centro, ranges y dimensiones f ij ados a priori, 
cuando estes estân sujetos a ciertas restricciones. En particular, 
los resultados obtenidos permiten demostrar que para variedades 
algebra icas de dimensiones 2 y 3 taies restricciones son superflues. 
El teorema de Brumfiel (§12) se api ica de manera fundamental para 
refinar cadenas de idéales localmentes reales, y se usa en §13.
§12. Composicion de lugares, notacion y el teorema de Brumfiel.
A lo largo de todo el capîtulo, K es un cuerpo real de
funeiones de grado de transcendencia r sobre R,
K = R(x^, . . . ,x^) , y ponemos A = R[x ^ , . . . ,x^] . Dec imos que una
sucesiôn de lugares reales de K sobre R, 1 ’ ' * ‘ ’ *^m-1
una cadena de especializacioneq de lugares reales de K sobre R, 
si existe una cadena de lugares
0 , 0 „ 0 „ m-1 r m—2 r m-3
' ^ m - r "   ' ^m-2'~ --------
donde 0^ es un lugar real no trivial de rango 1 de 
cuerpo residual E^, de modo que:
- 115 -
116 -
L-1 ■ ®m-l
in— 2 m-1
0 0 m-1 •
Entonces, para cada 1=0,...,m-l, : K + un l£
gar real de K sobre R, de rango m-i. Si designamos por 
el anillo de valoracion de (|) ^ , y por m ^ su ideal maximal, ten£ 
mo s :
BjC ... C B_,_gC B^ _j,
m-1C  mm-2
Supongamos que s = dim (|>^ y que todos los lugares 
tos en A. Denotemos por = ni£ D  A, el centro de
Asî, tenemos
0 < s_ < s, < < 8m- 1 < r.
son fini, 
en A .
Pm-lC P.-2C C  PiC P„. 
donde las inclus iones pueden ser impropias.
A1 igual que en el capîtulo II, queremos ver en que ocasio 
nés podemos fijar a priori los idéales p^, los entêros s y el 
rango m. Al igual que entonces, algunas cond iciones son necesa- 
rias. Para fijarlas, damos la siguiente définie ion, s igu iendo a 
Brumf iel [Br :
- 1 1 7 -
12.1. Def in ic ion. - Deaimos que una familia de ideates primas locat^
mente reales de k,
Pm-lC P m - 2 C  - - - C  P ^ C  P„.
es una familia fuerte de ideates localmente reales, si 
existe un orden total B en K tal que para todo 
i=0, 1 , . . . ,m-l, p^ es (B fl k)-aonvexo.
12.2. Condiciones necesarias.
(1) Los ideales p^_ ^ C  p ^ g  C  •• • d  PjCI Pq > forman una 
cadena fuerte de ideales localmente reales. En efecto, sea Bq 
un orden en , y construyamos un orden E ^ en E ^ tal que 0^ 
préserva los ordenes (dicho orden existe en virtud del lema 6.4). 
Ahora, construimos un orden B2 en E2 tal que 0 ^ preserve or­
denes, etc .... De este modo obtenemos ordenes ^1’’*‘’^m-1 " 6 *
donde B es un orden en K, de forma que todos los 0^ preservan 
ordenes, y en consecuéncia tambien lo hacen 'J’o ’ " ' * ’ *^m-1 ’ Enton­
ces, todos los ideales son (B Pi B^)-convexos, y en partie^
lar p^ es (B D A)-convexo para todo i = 0 , 1 , . . .,m-l .
Observamos, que, por tanto, para cada i, si ponemos 
A £ = Ap /p^Ap y B £ es el orden cociente en A £ induc ido por 
B, entonces los ideales p^/p^ son (B£ H  (A/p^))-convexes en 
A/p^, para cada j < i. Asî, por ejemplo, los ideales 
Pq = (X^,X^,X^)R[X^,X^,X^] y Pj = (X^+X^+X^-X^)R[X£,X^,X^] no 
pueden ser los centres de una cadena de especializaciones de lug£ 
r es , (|) de IR (X ^ , X^ , X^ ) , pues p^ /p^ no es localmente real 
en [R [Xj , X2 » X^]/p J . (pj es el ideal de una superficie normal con
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un punto aislado en el origen. Por el teorema 2.11, tanto comt
Pj son ideales localmente rea­
les de Ir[x J ,X2 ,X^] , pero
no lo es en
r [Xj .Xj.X^] /Pj) .
Fig. 10
(2) Los enteros s^ verifican las condiciones:
(a) 0 < 8^ < Sj < ... < s^  ^ < r
(b) sj > dim pj
(c) dira (fij + rango (<}>j) < r , es dec ir s ^ + (m-j) < r.
Nuestro siguiente paso sera la generalizacion del me todo
9.3 para cadenas de ideales. Como allî, nues t ra intencion es lograr 
un proceso, mediante la extensiôn del cuerpo base, que permits la 
reduce ion al caso en el que el dltimo ideal de la cadena es maximal,
12.3. Mëtodo de extensidn del cuerpo base para cadenas fuertes de 
ideales. - Sea Pj. C  Pj._jC • • • CZ Pj CI p^ una cadena fuerte 
de ideales localmente reales de A = R |[x j , . . . , . Supongamos que
dim p^ = s. Reordenando los generadores, podemos suponer que 
{xj,...,x^} es una base de transcendencia de
^ ' ^ ( * 1 ......*8''s + l 'n)
sobre R, donde x^ = x^^+p^, 1 ^ i ^ n .
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Sea B un orden total en K tal que todos los son,
simultâneatnente, (B D  A) -convexos, y consideremos la clausura real, 
r, de K con respecto a B . Sea E la clausura real de
R(Xj^  , . . . ,x^) con t en ida en F. Tenemos:
A = r [x  ^, . . . , x^] C  C = e [x ^^j , . . . , x ^  C  F = E(Xj....F
Denotemos por B ' el orden en F induc ido por el un ico orden en
F, Como B' extiende a B, se sigue que para cada i=0,l,...,t, 
p^ es (B'n  A)-convexo. Entonces, por 5.12, existe una cadena de 
anillos de valoracion reales de F, que son B' convexos,
A CZ c  . . . CZ Bj.
y taies que B^ tiene centro p^ en A.
Puesto que B^ esta centrado en p^, tenemos
Bq R[xi . • . • ,Xs]p^ n  r [x ^,...,x J  " R(Xj,...,x^)
por nues t ra elecc ion de x^,...,x^. Por ser E la clausura real
de R (x , , . . , x^) résulta E CZ B^ . Finalmente, como
*s + l’**’’^n ^ sigue que B^ZDC. En consecuencia, para to^
do i = 1 , . . . , t , B ^ Z 3 B ^ Z ) C .
Sea <1 el centro de B^ en C. Obtenemos asî una cadena
de ideales
QtC: q,_icz ... c  CZ
taies que es (B' H  C ) -convexo y D  A = p^ para todo i.
Por ultimo, el mismo argumente que en 9.3 mues t ra que q^ tiene
dimension cero en C: para cada j > s, x^ es algebraico sobre
R [x ^ , . . . , X , es decir, existe un polinomio f^(T) G R [x ^ ,... ,x^ ] [ï]
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tal que f^(x^) 6 P^CZ 9^- Por tanto x^ es algebraico sobre E. 
Resumiendo, para las futuras aplicaciones, hemos probado:
Lema. - Si « ' - C P j ^ C P g  es una cadena fuerte de idea
les localmente reales de k, y dim p^ = s, entonces^ 
existen un cuerpo realmente cerrado E R, un dominio real, 
finitamente generado C = E[x^^^,...,x^] A, y una cadena 
fuerte de ideales localmente reales de C,
- • • d q j C ;  que yace sobre la dada y tal
que dim = 0. Mds aun, si g es un orden en K tal
que para cada i, p^ es (6 fi A)-convexo, entonces exis 
te un orden 6* en E(x^^j,...,x^) que extiende a & y
tal que q^ es (6'D  C)-conyexo, 1 < i < n .
Senalamos por dltimo que las observaciones bêchas en 9.3
relacionando los ordenes de K, E, F y el cuerpo residual
A • A„ /p A^ siguen s iendo validas en la actual situaciôn.
° Po ° Po
El siguiente resultado constituye, al menos en cuanto nue^ 
tro conocimiento alcanza, el primer resultado sobre cadenas de es- 
pecializacion en el cual los centros estan fijados de antemano. El* 
resultado es debido a Brumfiel, y su demostracion usa têcnicas di- 
ferentes de las nuestras: él busca ordenes apropiados y define a 
partir de ellos los lugares de Krull asociados. Nuestra demostra­
cion usa têcnicas propias de valoraciones, y es un buen ejemplo 
del uso de los sucesivos corolarios que hemos ido anadiendo a los 
teoremas de existencia de lugares, y en los que se relacionan los 
ordenes del cuerpo residual con los ordenes cocientes g en A.
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(Corolarios 9.5, 10.7 y 10.9).
Nuestra demostracion es por induce ion sobre el numéro de 
ideales, y esta basada en los correspondientes resultado y corol^ 
rio para un ûnico ideal, que aparecentambien [Sr^] , y que son un 
caso particular de nuestro teorema 10.8.
12.4. Proposicion.- Sea p un ideal primo de A, localmente
real y de dimension s. Entonces existe un lugar real (j) 
de K sobre R,. fi.nito en k, discreto, de rango r-s, 
dimension s y centro p en k, tal que su factoriza- 
ciôn en lugares de rango 1 produce una cadena estricta 
de ideales de A
O C  P r_ iC  P r _ 2 C  ... C  P g + i C  Pg = p.
12.5. Corolario.- En las condiciones de 12.4, si g es un orden
en K y p es (3 H  k)-convexo, entonces (J> puede ser 
escogido tal que su cuerpo residual E posee una orden 
que extiende el orden  ^ de A = A^/pk^ inducido por g.
El teorema anunciado es:
12.6. Teorema [sr^].- Con la notaciôn anterior, sea
p.^  C Pi^ _l C . . . C Pj^C Pi , 0  4  i^  < ij < ... <
< \
una cadena fuerte de ideales localmente reales. Suponga­
mos que i. = dim p. , j = 0,1,...,t. Entonces, existe
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una cadena de especializaciones de lugares reales de K, 
sobre R, 4»^ , 4»^ • • •,
K-*-E ,,«> -+ ,<»-*• E. , ,E -►...-►E.
^1
tal que para cada j = 0  r-1, el lugar (J)^ : K Ej ,®
es finite en A, tiene rango r-j, dimension j y los 
lugares ((>. tienen centro p. en A.
Mds atîn, los centres de los ideales ((,j forman una cadena 
fuerte y estricta de ideales localmente reales de A,
Pj._i C  . • . (Z p. C  Pi _i C  • • • Cl Pi C  Pi _ 1 C  • • • d  Pi •
^ 1 1  o
Demostraeion.- La demostracion es por induce ion sobre el 
ndmero t. Exactamente, nuestra hipotesis de induce ion se compone 
de los asertos H^ y siguientes:
Hj = "Si A es un dominio real de fune iones y
p. CZ . . . d p .  son ideales en las condiciones de
^t ^1
12.6, entonces existe una cadena de especializaciones
de lugares reales (j) ^ , . . . , (j)^ _ ^ en las condicio­
nes de 12.6", y
= "Si g es un orden en K tal que todos los p^ son
(g n  A)-convexos, entonces existe un orden g, en
1^
E . que extiende al orden cociente g, inducido por 
^1 ^
6 en S - A /p A
1 1^
Observamos primero, que en nuestras condiciones todos los
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cuerpos residuales son cuerpos reales de funciones, que son
algebraicos sobre , pues para cada j=0,...,r-l, se tiene
rang(<()j ) + dim <()^ = r .
Si t = 0, el teorema es la proposicion 12.4 y es el
corolario 12.5.
Supongamos t > 0, y consideremos, inicialmente, que 
es maximal. Aplicamos la hipotesis de induction a K, A, la cadena 
fuerte de ideales
Pi d  P d  . . . d  P 
it-1 ^1
y un orden g que hace todos los p. , inc 1 uyendo p . , (g (1 A) -
^ j
convexos (hipotesis de ). Entonces, existe una cadena de expe- 
cializaciones de lugares reales,
r-1 ,- "iK^ -E^ _,,oo ->-... >■ E_. ,«> -+ . .. -» E^  ,'
tal que para cada j, i^ < j ^ r-1, el lugar <f> ^ : K -► E^ tie^
ne rango r-j, dimension j y los lugares (j> . tienen centro
y
p. en A, 1 ^ j ^ t .
j
Por H_, existe un orden g. en E . que extiende el or-
^1 ^1 _
den g. de A. . El ideal p. /p. = p. es (g. fl (A/p. ))-
^1 ^1 ^o ^1 ^o ^1 1^
convexo, y es maximal en A/p. , puesto que es tamos supon iendo
 ^ _ 
p. maximal en A. Como g^ es extension de gi , tenemos que
p. es (g. n (A/p. ))-convexo. Por el teorema de existencia de
^o ^1 ^1
lugares reales (cf. 3.13), existe un anillo de valorac ion B de
E. tal que B ZD A/p. y B tiene centro p. en A/p. .
1 ^1 ^o ^1
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Por otra parte, si x. = x,+p. , entonces
1
A/p . es una extension finita de A. . Sea 
I ^1
y un elemento primitvo de Î. sobre A. , que suponemos entero
^1
sobre A/p. . Pongamos
C es entero sobre A/p. y por tanto C d  B . Sea q .  el cejn
I _  ^o
tro ie B en C. Se tiene q. 0  (A/p, ) = p . , lo que implica
^o 1 ^o
que q es maximal en C .
Por 12.4 existe una cadena de especializaciones de lugares
reales de Z . sobre R, ,,
*1 °
"i, " Z i ,-I'" *
tal <ue para cada t, ^ t < ij , el lugar : E. Z^,<» es
finito en C, tiene rango ij-£, dimensi6n t, 4’^  tiene centro 
q . en C y sus centres forman una cadena fuerte de ideales lo­
calmente reales de estrictamente ascendante q
_ ^1  ^
y de longitud maxima. Sea p^ = fl (A/p. ). Tenemos
C  ...Cq,
d  p. » por ser C entero sobre A/pr
Finalmente, definamos ^ t < iJ. De la
commttat ividad del diagrama:
I
E,
A/p
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es la inclusion
tienen centro
donde n es el epimorfismo canonico y (
A. ->^ E . , se desprende que los lugares
1^ _[l_
= ïï (P^) en A, y por tanto forman una cadena estricta, y el
centro de (fi . es p, . Las aserciones sobre los rangos y dimensi£ 
o ^o
nés son inmed iatas, lo que prueba H ^ . Por otra parte, , en este
caso, es trivial, pues como est amos supon iendo p^ maximal,résulta
A^ = R.
Para completar el teorema, falta considerar el caso
dim p. = i > 0 .  En esta si.tuaciôn, por el método 12.3 extende- 
o
mos el cuerpo base y nos reduc imos al caso anterior. La unica cosa 
no trivial a comprobar es que si
r-1 r-2 C  • • • CZ q . , q . maximal,
es una cadena estricta de ideales primos en C = E[x. ^ ^ ,...,x^^ ,
o
sus restricciones p i ^  A forman una cadena estricta. Pero
del diagrama siguiente, donde los enteros representan los grados 
de transcendencia, se deduce que dim p^ = dim q^, y la demostr^
cion queda compléta.
r [xi , . . . ,xj /p.=Ap^
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El teorema 12.6 muestra que las cadenas fuertes de ideales 
se comportan bien con respecto a la dimension de Krull. En efecto, 
como consecuencia inmediata tenemos el siguiente corolario, que us£ 
remos en lo sucesivo:
12.7. Corolar io.- Sea p  y  q dos ideales primos de A taies
que p  CI q V forman una cadena fuerte (i.e. son simultd- 
neamente convexos para un cierto orden g de Kl. Supon 
gamos que s = dim p  y t * dim q .  Entoncesj existe una 
cadena fuerte de ideales de A, de longitud mâxima que 
conecta p  y q :
P = p„c Pjc ... cp^_t_i c Pg_t = q-
12.8. Observac ion.- Dubois y Efroymson [d-E] ban demos t rado que si 
P CI q son dos ideales primos reales de A, entonces p y  q 
pueden conectarse por una cadena de ideales primos reales de longi^ 
tud mâxima. El corolario 12.7 muestra el analogo para cadenas fue£ 
tes. Queda planteado el problème analogo para ideales localmente 
reales: si p CI q son dos ideales localmente reales, ipueden conec^ 
tarse por una cadena de longitud mâxima de ideales localmente rea­
les?. Aunque 12.7 parece mâs fuerte, este Gltimo problems es mâs 
complicado de demostrar por una simple razôn: tanto el caso de ide^ 
les como en el de cadenas fuertes, el ideal cociente q / p  es real 
(resp. convexo respecto al orden cociente), y se puede trabajar en 
el cociente. S in embargo, si p y q son localmente reales, q / p  
puede no ser localmente real como observamos en §5. Esto obiiga a 
trabajar d irectament e . Creemos, no obstante, que el resultado es
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cierto a la vista de la caracterizacion 2.11. La clave estaria en 
cortar por secciones algebraicas con suficientes puntos centrales 
de la variedad inicial. De cualquier forma, este resultado no es 
necesario para lo que sigue.
§13. Primera generalizacion.
Pretendemos, aquî, general izar el teorema 12.6 en dos aspec^ 
tos: los centros y las dimensiones. Obsérvese, que en 12.6 los cen­
tres de los lugares son distintos, forman una cadena estricta. S in 
embargo esto no tiene por que ser asî como muestra el siguiente 
ej emplo:
Consideremos en R(X,Y) la cadena de espec ializaciôn de Ija
4>i <l>o Y
gares reales R(X,Y) = R(X,T) ----->■ R (T)  *■ R, T = — ,
* = 0  o d), donde: ^o o ^1
(a) () J viene definido por el anillo de valoracion
R(T) [x] j^ (T) j-x2 > es decir el lugar de Krull definido por el cuejr
po R(T) y el orden en R (X ,Y) en el que X y T son positivos,
T es infinitesimal con respecto a R y X es infinitesimal con re^ 
pecto a R(T), y
(b) 0^ viene definido por el anillo de valoracion R (T )' 
Sea A = R[x,Yj. Entonces Pq ~ ~
Por otra parte, en 12.6 las dimensiones ver if icaban que 
rango ((j)) + dim j) = r 
de modo que todos los cuerpos residuales e ran cuerpos de funciones.
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Una generalizaciôn que rompa esta igualdad tiene el inconveniente 
fundamental de que los cuerpos residuales no son, en general, cue£ 
pos de funciones, y carecemos de todos los resultados del capîtulo 
anterior, quedândonos reducidos a los teoremas de existencia y ex­
tension de lugares del §6, en los que no existe ningun tipo de 
control sobre el rango o dimension.
Como muestra de las dificultades que pueden surgir, y como 
motivacion del proximo lema, consideremos el siguiente ejemplo:
13.1. Ej emplo.- Es bien conocido, en la teorîa clâsica de lugares 
el siguiente resultado (cf. [za^j ) : Sea V es una variedad algie
braica y sean C  dos subvariedades de V. Sea (f*^ un lu­
gar de R(V) con centro en V. Entonces existe un lugar
de R(V) que es compuesto de  ^ y tiene centro en V. Pues
bien, el analogo real es falso: ,
Sea V = R^, y sean y correspondientes a los
ideales = (X+1,Y,Z) y p^ = (Y,Z). Los ideales p^ d  p^ fo^
man una cadena fuerte de ideales.
Sea (f) 2 el lugar de R (X, Y , Z) definido de la siguiente 
forma: Consideramos R(X) como cuerpo base y sumergiraos
R(X)(Y,Z) en R ( x ) (Y,Z), donde R(X) es la clausura real de 
R(X) respecto del orden que hace X > 0 e infinitesimal respec^
to de R. Sea ip el lugar de R(X)(Y,Z) en R(X) definido ev£ 
luando en la rama:
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Z = Y +/X Y^ +...+"/x y” +...
Definimos 4> 2 = ’^|[r(x Y Z)' Entonces, (cf. [Z-s] pâg. 105) el 
cuerpo residual de  ^ es R(/X,^/x, ^/x, ....) y (j)^ es un Iti 
gar real con centro p^ en |R [x , Y , z] .
S in embargo, no existe ningun lugar real que sea compue^
to de 4> 2 y tenga centro Pj en |R [x, Y , z] . En efecto, si lo
biera, existirîa un lugar real, 8 ^ , del cuerpo residual
lR(/x, ^/x, ^/x,...) cuyo centro en IR £x , Y , z] / ( Y , Z ) = R [x] séria
el ideal p^ = (X+1,Y ,Z)/(Y,Z) = (X+1)R [x] . Ahora bien, entonces 
(X+1) tendria que ser localmente real en R[x] con respecto a 
R(/x, ^/X, ^/X, . . . ) . Pero
X+1 = (/X)^ + 1 6 (X+1) r [x]
y 1 0  (X+1)R[x], lo que implica que (X+1) no es localmente 
real con respecto a R(/X, ^/x,...) (dicho de otro modo 
R(/x, ^/X, ^/x,...) deberîa que tener un orden en el que (X+1)R[x] 
fuera convexo, pero entonces X = -1, i.e. X deberîa ser negat^ 
vo en dicho orden, absurdo pues X es un cuadrado.
No obstante, demostraremos mâs adelante que efectivamente 
existe una cadena de especializaciones de lugares reales , 4>2
de R(X,Y ,Z), cuyos centros en R [x ,Y ,z] son (X+1,Y ,Z) e (Y,Z), 
pero, evidentemente, ^ (J) ^ . Es decir, la dif icultad aparece
cuando el primer lugar viene f ij ado de antemano, no cuando ambos 
lugares pueden ser construidos simultâneamente. Mâs precisamente, 
hemos de asegurar que los cuerpos residuales que obtenemos tienen 
ordenes compatibles con los ideales cocientes, para que permitan
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seguir adelante en las composiciones sucesivas. Esto es lo que ase^  
guran los corolarios 9.5, 10.7 y 10.9 que hemos es tablée ido des­
pues de cada teorema de existencia de lugares.
El lema 13,6 puntualizarâ mucho mâs esta situaciôn en cuan 
to a que ordenes son posibles en el cuerpo residual del teorema
10.5. Antes necesitamoa introducir algunas nociones que aparecen 
originalmente en [Ou^].
13.2. Définie ion [Du g] Sea L una extension ordenada de Y. y
sean x,y 6 L. Escribiremos x <3 y si x es infinitesi 
mal (en el orden de L)  con respecto a K(y).
13.3. Definiciôn [Du^] .- Llamamos rango de Gleyzal de L sobre
K, y notamos rang G1(l|K), al supremo de las longitu­
des de cadenas de la forma 0  <z x^<] ... <jXj 6 J, donde
la cadena mostrada tiene longitud s, y 3 es el conjun 
to de elementos de L infinitésimales con respecto a K.
Los dos siguientes resultados aparecen tambien en [Du2^  .
13.4. Proposicion.- Sea L una extension no arquimediana de K,
y supongamos 0 < x^ <3 ... <3 Xj 6 J. Entonces
(a) {xj,...,Xj^} son algebraicamente independientes 
sobre K .
(b) rang G1(l|k) ^ grad trans [l : K]
(c) si l,' es una extensiôn ordenada de L, entonces
rang G1(L'|l ) + rang G1(l |k ) < rang (L '| K)
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(d) si L ’ es algebraico sobre L entonces
rang G1(L'|k ) = rang G1(L|K).
En particular y si L es algebraico sobre K, se tiene 
rang G1(l|k) = 0.
13.5. Proposicion. - Sea (f> : L un lugar real de L sobre
K que préserva el orden. Entonces,
rango (t|)) + rang G1 (E | K) = rang G1(l |k ).
Estamos ya en condiciones de enunciar nuestro resultado. 
Recordemos el teorema 10.5: Sean K = R(x^,. .. ,x^), A = R[x ^ 
y p un ideal primo de A, localmente real y de dimension t. P^ 
ra cada s, t ^ s < r-1, existe un lugar (|) de K sobre R, fi^  
nito en A, discreto, de rango 1, dimension s y centro p en A.
13.6. Lema. - Con la notaciôn del teorema 10. S (ver pârrafo anterior),
si g es un orden (arbitrario) de Y y p es (g H  k)-con 
vexOy y si g représenta el orden inducido por g en 
A = Ap/pAp, entonces 4) puede ser escogido tal que su 
cuerpo residual E tiene un orden g que extiende g
(via la inclusion A i E) y (E,g) tiene rango de Gley­
zal s-dim p sobre A.
Demos trac ion.- Si dim p = dim (p, entonces E es alge­
braico sobre A, por lo que, en virtud de 13.4(d), el lema se re^
duce a probar que <j) puede ser tomado tal que en E existe un
orden g, extensiôn de g. Pero esto es prec isamente el corola-
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r io 10.7.
Asî pues, supongamos s > dim p. Considérâmes primero el
case dim p = 0. Entonces, el lugar (f> esta construido segun la
proposicion 10.4. En este caso, A = R y per tanto todo orden en
E extiende g . Todo se reduce a probar que (j) puede ser tornado
tal que E admite un orden con rango de Gleyzal s (ver observa
cion 13.7(b)), y observese que el orden g no juega, por tanto,
ningun papel en este caso. Para la demostracion, repasamos breve-
mente las etapas de construccion del lugar (» segun 10.4.
Partimos de p y A. Despues de algunas operaciones obte^ 
nemos un dominio finitamente generado C cuyo cuerpo de fraccio- 
nes es K , y un ideal primo q de A, principal y localmente 
real, tales que
A C  y qC^ D  A = p .
A continuacion considerabamos un ideal primo de C p^ 2) > lo-
calmente real y de dimension s, y usabamos este ideal para la
construccion de un lugar real de K con centro en p^ en C y
dimension s. En esta elecciôn de d es donde actuamos como si*^ s —
gue :
Consideremos una cadena fuerte de idéales primos de C em 
pezando en q (posible por 10.3):
q = Pr_i C  Pr_2 C  • • • C  Pg C  • • • C  Pj C  P*.
donde p^ tiene dimension i, 0 < i r-1 .
Sea a un orden en K haciendo todos los p. (a H  C)-
convexos, y consideremos elementos G B 0 ^  i < r-1 taies que
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^ ^i + 1 ’ 6l orden a estos elementos verifican
Çj._l<J Çf_2<l ••• <3 ^0 "^
En efecto, en [DUg] se demuestra que x <] y es équivalente a 
X < y" para todo n 6 (N. Por consiguiente, si fuera 
tendrîaraos
Ç? < ^i+1 para algun n 6 IN,
y como es a H  A convexo, serîa Ç? G luego
G por ser p^^^ primo, con t rad icc ion. Asî pues, tenemos,
rang Gl((K,a) : R) = r, y por 13.4 (a) { ,  , . . , ^} es una ba
se de transcendencia de K sobre R. Consideremos
C = R , . . . , j ,.. . , .  Vamos a construir, usando 9.4 un
lugar real de K sobre R, finito en C, discreto, de rango 1,
dimension s y centrado en p^. Sabemo-s que un lugar de estas
racterîsticas tiene cuerpo residual E, una extension algebraica
de R ( , . . . , j) , donde + p^, pues to que
{Ç ,...,Ç ,} es una base de transcendecia de A = C^ /p C„ so
o s - I  s p s P  -8 s
bre R (cf. 9.4.).
Ademâs , por el corolario 9.5 aplicado al orden a en K,
existe un orden a en E tal que a es una extension del orden
a en A^ inducido por a. Afirmamos que a es el orden buscado
en E. En efecto, E es algebraico sobre  ^s-1^’ luego,
por 13.4(d) ,
rangCl ( ( E, a)| R) = rang G1 ( [p( , . . . , 5^ ) , « D
n  R(Ç^ . • • • . )1 |R) = rang G1((R(Ç^..... ^s-1^’
n  R(%g,.. . |r )
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Pero,
y en este
^s-l<] ^ s -zC <3
luego, en virtud de 13.4(b): 
rang Gl((( R(Ç„t ,5g_^), a n  R(Çp,...,Çg_j)|R) = s
lo que concluye el caso dim p = 0.
Pasemos al caso general, dim p = t > 0. Sea g un orden 
cualquiera en K tal que p es (g D  A)-convexo. Usamos el méto- 
do 9.3 con este orden, y obtenemos
A C  E[x t + 1' '
.,xj = CCE(x^^j, . . . ,x^) ,
donde E es la clausura real de R(xj,...,x^) con respecto a 
g nR(X|»...»Xj.)j y en e |^x ^^j ,..., x ^] tenemos un ideal localmen 
te real q, que yace sobre p y de dimension cero. El punto cl£ 
ve es: A = A^/pA^ esta contenido en E, y ademâs E es la cla^ 
sura real de (A,g) via la inclusion canon ica A i E del diagra- 
ma (ver 9.3):
*p --------------" *p'P*p ■ *
Por la parte ya demostrada de este lema, existe <j) ' , lugar
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real de F sobre E, finito en C, discreto, de rango 1, dimen­
sion s-t, centro <( en C y su cuerpo residual E tiene un ojr
den a de modo que (E,a) tiene rango de Gleyzal s-t sobre E.
Sea <() la restriccion de () ' a K. Tenemos el siguiente diagrams
commutative :
K -
del que nos interesa especialmente la cara lateral derecha. Como 
en E = C^/qC^ bay un orden unico, que extiende el orden B de
A = Ap/pAp, y todo orden de E ' extiende el orden de E, resul^
ta que cualquier orden en E restriccion de un orden de E ' e x
tiende al orden B en A. En particular, el orden B = ot H  E '
extiende el orden B y afirmamos que el rango de Gleyzal de 
(E,B) sobre (A,B) es s-t. En efecto, como E ' es algebraico 
sobre E, por 13.4(d) tenemos:
rang G1(E|A) = rang G1(E'|A) = rang G1(E'|e ) = s-t, 
y el lema queda demost rado.
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13.7. Lema.- El lema 13.6 tambiên es aierto en las condiciones del
teorema 10.8.
Demostracion.- Es suficiente probar el caso dim p = 0, 
pues el otro se sigue de este como en 13.6. Pero, la demo s tracl6n 
de 10.8 es por induce ion sobre el rango m del lugar «j». Si m=l 
el resultado es 13.6. Si m > 1, entonces, considérâmes
(j)j ; K -»■ E ^ , lugar real de rango 1, dimension r-1 y centro p
en A. Sea q un ideal maximal en C = R[y^,...,y^^, donde 
Ej = R(y^,...,y^). Por la hipotesis de induce ion, existe ij;, lu 
gar real de dimension s, rango m-1, centrado en q en C y 
tal que su cuerpo residual E tiene rango de Gleyzal s sobre 
Cq / = R = A la composiciôn $ = # * es el lugar buscado.
13.8. Observaciones.- (a) En particular, si dira <f> > dim p, el ojr 
den 6 del cuerpo residual construido en 13.6 y 13.7 es una exten 
sion no arquimediana de (A,6).
(b) En 13.6 y 13.7 se trata de buscar un orden en un cuerpo
E de grado de transeendencia s sobre R, de forma que el rango
de Gleyzal sea precisamente s. Si el cuerpo E es finitamente ge­
nerado, esto puede hacerse directamente como sigue. Sea R []t j,... 
un aaillo de polinomios en s indeterminadas. Considérâmes en 
R(Tj,...,T^) el orden definido por 0 < T ^ <3 T ^ <3 . . . <lT^<d R, y 
sea F la clausura real de R(Tj,...,T^) con respecto a este or­
den. F tiene rango de Gleyzal s. Por el teorema de inmers ion 
de Ling, existe un monomorfismo E -*■ F . Es claro que el orden in
duc ido por F en E tiene rango de Gleyzal s sobre s.
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Despuës del engorroso lema anterior, damos la primera gen^ 
ralizacion del teorema 12.6: aquî los centros pueden ser arbitra- 
rios, aunqu t los enteros s ^ que dan las d imens iones e s tan sujetos 
a condiciones restrictives; todos excepto s^ debe ir disminuyendo 
unidad por unidad y ver if icando (excepto s^)
rango () + dim (J) = r .
13.9. Teorema.- Sea P^_jCl ... d  p ^ d  p^ una cadena fuerte de
ideates de A, donde las inalusiones pueden ser igualda- 
des. Sean 0 4 < ... < s ^ ^  < r  enteros taies
que s j = r-m+j 1 < j m (s^ puede ser arbitrario) ^ y 
taies que dim pj < sj, 0 ^ j < m. Entonces existe una
cadena de especializaciones de lugares reales de K sobre
Rj • • • J
taies que para cada j = 0,...,m-l, el lugar (J)^ : K -*• E ^ ,«>
es finito en A, tiene rango m-j, dimension sj y centro 
p j en A.
Demostracion.- Por induce ion sobre m. Si m= 1 , el resul^
tado es el teorema 10.8. Supongamos m > 1. Const ruimos un lugar
real de K sobre R, de dimension r-1, rango 1 y con centro
p ^   ^ en A (de nuevo usando 10.8). Sea
V l
E^ _j^  es un cuerpo de f une iones de grado de transcendenc ia r-1.
Mas aûn, sabemos por el lema 13.6 (véase observacion 13.8(a)) que
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podemos suponer d) , tal que en T. . existe un orden g , quem— 1 m— 1 m— 1
extiende el orden cociente 6 , en A , = /p .A„ indum-1 m-1 p . m-1 p , —m— 1 m—1
c ido por un orden g en K tal que todos los son (g H  A)-con
vexos. Mas todavia, si dim 4*^  j * r-1 > dim  ^ = t entonces
(E ,,B ,) tiene rango de Gleyzal r-l-t sobre (A ,,gm—1 m— 1 m— 1 m—1
Usando 12.6, refinamos la cadena fuerte p , d  P -> d  ' dm - 1 —  m-2 —
. . .C Pj d  Pq a una cadena fuerte de longitud maxima sobre p^ ^
P m - 1  =  P *  g  g  p i s  P u  =  P o Ç  P u - i  g  • • • g  P o
donde t - dim p^  ^ y dim p* = k, 0 < k ^ t.
Para cada j tenemos Pj = pj^  para algun k 6 {O, . . . , t} .
Tomaitos como orden g para la construccion de los ordenes g^_^ ,
y g^_^ mèneionados arriba, un orden que haga todos los p* (en 
particular todos los pj) (g H  A)-convexos. Sean
V l  ' ^/Pm-r Pj * Pj/Pm-r y Pk ' Pk/Pm-r
Por ôltimo, sea A~ , la clausura semientera de A , en E ,m-1 m-1 m-1
(cf. §4). Por 4.10, E , es el cuerpo de fracciones de A ,. Dism-1 m— 1 —
tingflimos dos casos:
(I) dim (|» = r-1 > dim p , = t (obsërvese que este casom— 1 ~ m—1
se produce, por ejemplo, siempre que P„, 2 ~ Pm-1 ’ pues,
t = dim p , = gr. trans [A , : r1 = gr. trans [A _ : Ri <•^m-1 m—1 *- m-z
< =m-2  ^ ®m-l = >■ - 1).
Consideremos el lugar de Krull, h, definido por A , y gm— 1 m—1
en • Dicho lugar tiene rango r-l-t, por ser r-l-t el ran
go de Gleyzal de E sobre A . Sean Ç,,...,Ç C A~ , taiesm—i m—1 1 p m—1
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que
^m-1 " R(Xj,.. . . ,Çp) , + P^_j,
y de forma que en C = R , . . . , x^ , Ç ^ , . . . , el lugar h produce
una cadena estricta de r-l-t idéales ( g^_ H  C) -convexos (vëase 
observacion 13.10)
<*> «*-2 5  « r - s Ç  ç  <
(i.e. los idéales q* surgen como centros en C de la factoriza- 
cion de h en lugares de rango 1. En particular q* es el centro 
de h). Apliquemos el teorema de ascenso (cf. 5.13) al ideal q*.
la cadena
— * , — * - — * 
Pt ç  P t - 1 g  •••g  Pq
y los anillos A , y C en É , (obsërvese que q* D  A , = m-1 m-1 t m-1
= (0) = y que C es semientero sobre A pues C C  A~_j).
Obtenemos asî una cadena de idéales ( H  C) -convexos
^t g  ^t-1 g  • • • g
donde q* H  A^ l ~ P k  0 k < t, y que junto con (*) produce una
cadena de idéales (  ^D C)-convexos
^ r - z G  ^r-3 S  g  Q ^ g  '(t-iÇ ' • • g ^ ^ u g ^ ^ u - i g  • • • g ^ o
Como C tiene dimension de Krull r-1 résulta que, para cada
k=0,...,r-2, dim q* = k.
Si Pj = p^, llamemos qj = q*, de forma que tenemos una
cadena fuerte de idéales en C, q _ q , CZ • • • CI q , que yace^m-2 '—  ^m-3 ‘o
sobre la cadena p ^ _ ^ C  P ^ _ g  C • • • C en A^_ ^ , si Pj = p* .
Ademâs,
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dim qj - dim q^ = dim = k = dim p^ < s^, 0 < j < m-2.
Aplicamos, finalmente, la hipotesis de induce ion al cuerpo 
J, el anillo C, los idéales
'm-2 (z  qm-3
y los enteros m-1 y
Sq < Si < ... < s^_2-
Obtenemos asi, una cadena de especializaciones de lugares reales
de Em-1 sobre R, g » * l  '^m-2'
^m-1 ^m-2*'
tal que para cada j=0,...,m-2, el lugar i(tj ' ^m 1 ^
nito en C, tiene rango m-j, dimension Sj y centro q. en C.
De la commutâtividad del diagrams
. V i 'a , . m-2
A/p m— 1
donde tt es el epimorfismo canônico, se sigue que si (p. = ip.°(P .J j m-1
0 ( j ^ m-2 la cadena de especializaciones 1 ’ " ’ ‘ ’*^m-1 cumple
las condiciones del enunciado.
(II) dim (J) , = r-1 = dim p , = t. En este caso E , esm—1 m— 1 m—1
una extension algebraica de A , = R(x,,...,x ), x. = x.+pm-1 1 n 1 1 ' m-1
Sea y G E , un elemento primitive de E , sobre A , que su-m-i m-1 m-1
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ponemos entero sobre ^, y pongamos
C es entero sobre A^_ ^ , y en particular es semientero sobre
A^_j. Por el teorema del ascenso, la cadena fuerte de ideales pri^  
mos de A^_^
P m - 2 C  Pm-3 C  C  P ^ C  P„
se eleva a una cadena fuerte de ideales primos de C
4m-2 G: Qm-3 <= • • - C  q ^ C  q^.
Y puesto que C es entero sobre A^_^, tenemos, para cada 
j=0,...,m-2,
dim qj = dim p^ = dim Pj sj .
La demostracion acaba ahora como en el caso I: aplicamos 
la hipotesis de induce ion a ^^i-l’ ideales
«m-2 C  «.-3 C  ... C  C  
y los enteros m-1 y s^ < s^ < ... < s^_ ^ , y obtenemos una cade^
na de especializaciones de lugares reales de  ^ sobre R,
ipQ f'P I t ' • • y'Pm-2 ' cadena de especializaciones de lugares reales
de K sobre R, <J)^ ,  ^, . . . , (j)^ _ , donde
4>j = <l^j ” •t’ni-i» 0 < 3 < m-2 
cumple las condiciones del enunciado.
13.10. Observac ion.- En el curso de la demostracion, hemos afirmado
que existen Çj,...,Ç^ 6 A~_^ tales que
^m-1 °  ^n’^1 ’ • ' ■ ’^ p^
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y el lugar h, de rango w produce una cadena estricta de w ide^ 
les en
En efecto, por ser E - el cuerpo de fracciones de A~ , (cf. 
4.10) y por ser E^  ^ finitamente generado sobre R, existen 
Çj,...,Ç^ en taies que
Em_i = R(Xj,...,x^,ÇJ,...,Ç^).
Por otra parte, como el rango de h es w, el anillo de 
valoraciôn de H tiene dimension de Krull w, y tenemos una
cadena de ideales primos de longitud w en B :
"w-1 g  "w-2 g  • ' • g  ” 1 g  "o
donde es el ideal maximal de B^. Para cada k=0,...,w-l, el
ideal es el ideal maximal del anillo de valoraciôn real
«k ■ Tenemo s
a "" , C  B C  B, C  . . . C  B , m-1 o I w-1
Afirmamos que las restricciones de los ideales 
distintas, es decir, si H  A^_^ entonces
m— 1
'^w-i g  ^w-2 g  • • • g  Pf g  Pq g  *m-i •
En efecto, en virtud de 4.8, (A~ ,) es un anillo de valoraciônm-1
real, y por consiguiente (A~ ,)^m- 1 p, B^, pues B^ domina sobre
(A~_j)j^ . Como los anillos B^ son diferentes, tambiën lo son los
Pk- Tomemos 6 A^  ^, + G P^x P^+ r R=0..... w-I,ideales 
Entonces, basta tomar
C — R [_x . • . ,x^,Çj • ’^ q ’^ q + 1..... ^q+w^ '
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13.11. Corolario.- Con la notaaiôn del teorema 1Z.9, si m=r, pa
ra cualquier cadena de r ideales primos de k y cual­
quier suaesiôn de enteros s^,...,s^ verificando las con 
diciones 12.2, existe una cadena de especializaciones de 
lugares reales de K sobre R, <|)^, <t>p • • • > taies que
dim rang = r-k y (p estâ centrado en p^.
Demos t rac ion . - Si m=»r , las condiciones 12.2 implican 
s^ = k, para todo k=0,...,r-l. Por tanto estamos en las condi­
ciones de 13.9, y el corolario se sigue del teorema. Obsërvese que 
el corolario puede enunciarse de la siguiente manera:
13.11. (bis) Corolar io . - Sea p^_ ^ CZ p^_2 CI . . . (Z p^ una cadena
fuerte de ideales de A, taies que, para cada k=0,...,r-l, 
dim Pj^  < k. Entonces, existe una cadena de especializacio­
nes de lugares reales de K sobre R^  r_i
les que para cada k=0,..,,r-l, rango ((()^ ) = r-k, 
dim = k y (|>^ tiene centro p^ en A.
14. Segunda generalizacion.
Brumfiel estudia, en su libro [Br^^ , el problems de cuan 
do dado un orden total g en A/p, donde A es, como siempre, 
un dominio real finitamente generado sobre R, y p un ideal pri^  
mo de A, dicho orden puede levantarse a un orden total g en A, 
de modo que el orden cociente B/p coincide con B* Por supuesto, 
como un orden total B en un dominio se extiende de modo unico a
- 144 -
un orden total en su cuerpo de fracciones, tenemos un orden B en 
K (cuerpo de fracciones de A) cuyo orden cociente induc ido en 
A = Ap/pA^ es B*
Sea V una variedad algebraica real de r" tal que
A = R[v] , y sea p un ideal primo real de R[v] . Sea W CZ V la
sulvariedad definida por p, y denotemos por y los pun-
tos centrales de W y V respectivamente. Brumfiel prueba los si-
guientes resultados;
14.1. Proposicion pSg. 23sj.- Sea B un orden total en
A/p, entonces existe un orden total Ç, de k  tal que 
B/p = B, si y sôlo si para cada familia finita de funcio-
nes regulares f^,...,f^ G k  p, taies que f^+p 6 B,
1 < i < m, el conjunto
{x G W : fj(x) > 0,...,f^(x) > 0} n n
tiene interior no vacio en .
14.2. Corolario.- Si V = , entonces, cualquier orden total B
en A/p se eleva a un orden total en k  tal que
B/p = B.
En este pârrafo damos un teorema de existencia de cadenas 
de especializaciones de valorac iones reales de un cuerpo de f une io^  
nés, cuyos centros son ideales con la propiedad de que sus ordenes 
pueden ser levantados. Mas precisamente, sea P^_j CZ p^ g CI . . .CZ
(Z P j CZ Pq una cadena fuerte de ideales de A, con la propiedad
siguiente:
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14.3. "Para cada j=0,...,m, y para cada orden total Bj en 
A/Pj = (A/Pj^^) /(Pj/Pj + j) existe un orden Bj en 
A/Pj^l tal que Bj = Pj + j / <Pj/Pj + j > ^ donde p^ = fO)".
En este epîgrafe denotaremos por Aj el anillo
A . = A/p. = A/p /(p /p )
3 3 J+i J j+1
y por Aj el cuerpo de fracciones de Aj. Obsërvese por ultimo, 
que a la vis ta de 14.2, si A es el anillo de coordenadas de una 
variedad no singular V, una cadena de subvariedades no singulares 
de V da lugar a una cadena fuerte de ideales con la propiedad
14.3.
14.4. Teorema .-Sea p , C .p  - C I* . . C I p ,  CZ p una cadena fuer -------- '^ m-1 —  m-2 i o —
te de ideales primos de A con la propiedad 14.3. Sean 
0 < s^ < Sj < ... < < r enteros taies que para cada
j=0,1,...,m-1, dim p^ = sj. Entonces existe una cadena 
de especializaciones de lugares reales K sobre R,
....
K ->■ 1’” ^1’” ^o’“
taies que rango ('l’j) “ m-j , dim V Pj tiene
centro p^ en A, 0 < j < m-1.
Demostracion.- La demostracion consiste, bâsicamente en una 
"caza de ordenes" en los diagramas que se mues t ran. Vamos const r uy eri 
do los lugares sucesivos sobre los ideales dados, pero en cada pa so 
es necesario modificar todos los anteriores. Damos, s impiemen te, la
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construccion para los casos m=l,2, y 3, evitando, asx, una demo^ 
tracion excesivamente engorrosa por los simbolos. Las herramientas 
que usamos son, bâsicamente, los lemas 6.4 y 13.6, y los teoremas 
6.6 y 10.8.
Fijemos en un orden tal que para cada j=0,...,m-l
Pj es (B^ n  A)-convexo. Por el teorema 10.8 y el lema 13.6, existe 
un lugar real, <j> ^ , de K sobre R, de rango 1 y dimension
m-1 '
"m-1 ’ 
con centro pm-1 
1
en A ,
1 - 1 'm-1
y tal que existe un orden y  ^ , en el cuerpo residual, Z^ , ,tn*“ 1 m— 1
<|>^ , que extiende el orden , = B ^ p  , en A , = A/p ,tn—1 in— 1 m—1 m— I m— 1
d e
Los ideales p . /p , , 0 < j < m-2, son (a^ , (1 AJ TB— I m— 1 m— 1
convexos. Consideremos ahora (ver diagrama, donde para simplificar 
TT représenta los epimorflsmos canonicos (A.), , . A . , )
2  ^ J
an lugar real del cuerpo de f une iones A^_2 sobre R, de
range 1, dimension s _ y con centro p „/p , en A ,,in— Z m—Z m— 1 m— 1
’“m-1 ^
(diagrama 1)
^^m-2’“m-2^
2 2 
y tal que existe un orden 2 su cuerpo residual, que
m-2 ’
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extiende el orden cociente a „ = a ,/(p _/p , ) = B /p . enm—Z m—1 tn—Z ni— l m*—Z
\ - 2 -  ideales (Pj/P„_ j > / (P^_2/P„,_ j > = Pj/P.-Z’ 0 < k < m-3
son (a^ - n A _)-convexos. m— Z m— Z
2
Sea a , un orden en A , tal que el lugarm— i m—1
C z  ' 'Vl-“Ll> " ^ 2 >
preserve ordenes (tal orden existe en virtud de 6.4). Puesto que
2 2 2Y o es una extension de a el orden a , verifica tambiênm— Z m— Z m— 1
que todos los ideales p,/p ,, 0 < j ^  m-2, son (a^ fl A ,)-3 m— 1 m— i m— 1
convexos.
Usamos, ahora, la propiedad de que la familia {p^} tiene
la propiedad 14.3 para obtener un orden B^ en K tal que
B^/p , = . El orden B^ es tal que para todo j=0,...,m-l,m— i m— 1
p j es (B^ n  A) -convexo. Por el lema 13.6, existe un lugar,  ^,
de K sobre R, de rango 1, dimension s^_^, centro p^  ^ en
2 2 A y cuyo cuerpo residual, T. , tiene orden Y , que es una exm-1 m-1 —
2
tension de  ^ (ver diagrama 2).
Como dim p , = s , , résulta que ( , Y^ ,) es unatn—1 m—1 ni—1 m—1
extension algebraica y ordenada de (A ,,a^ ,). Por otra parte,m—1 m-1
"^m-2'^^m-l ’“m-1^ ^^m-2’^ m-l^
es un lugar que préserva los ordenes, luego, por el teorema 6.6,
2 2existe una extension (unica) de  ^ a un lugar,  ^ de
(Z^ ,lY^ ,) en una extension ordenada Z^ „ de (fl^  . , , ) ,  eum-1 m-1 m-2 m-2 ‘m-1 —
yo orden représentâmes, todavia por y ^ ^  * y que conserva los or­
denes .
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m—2 in—2
(diagrama 2)
m-2 m-2
< V 2 - V 2 >
^^m-3’“m-3^
2 2 Como E , es algebraico sobre A ,, résulta que 0 _m— 1 m— I m— 2
tiene rango 1 y dimension s ^ . Ademâs por ser extension de g ,
2
tiene centro p „ en A , . Si m - 2 ,  los lugares <j» , ym— 2 in— i m— 1
m-2 m— 2 "m-1 acaban la demostracion.
Supongamos m=3 y veamos como construir el siguiente paso.
De nuevo por 10.8 y 13.6, existe un lugar real i()^  ^ del cuerpo de
fune iones A^_g sobre R, que tiene rango 1, dimension s^_ g y
centro p _/p _ en A _, y cuyo cuerpo residual 0^ _ tiene m—3 m—2 m-2 m—3
3 3un orden que extiende el orden cociente =
= ct^  _ / (p _/p _) = B^/p -. El orden a'' tiene la propiedadm—2 m—J tn—2 m—J tn— 3
de que <Pj/P„_2>/(P„_3^Pm-2  ^ = Pj^Pm-3 ^“m-3 A^_3)-convexo.
para todo j =0,...,m-4.
Consideremos un orden _ en A _ tal que el lugar
K - 3  : o) -m— 2 m-2 m-3’ m-3
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preserve ordenes (cf. lema 6.4). En particular, como  ^ es una
extension de „ verifica que todos los ideales p./p «m-j m-2 '^ 1 "^ m-2
‘m-2 ^m-2
* r\ oc ^leva a un v & uc*: v* , ^c ,IB— L tn— 1 m — 1
0 < j < m-3 son (a^ 0  A .)-convexos. Usando la propiedad 14.3,tn— L tn— c
3 3el orden a „ se e orden a de A  tal que
,/(p -/p ,). De nuevo todos los ideales p-/p , son m-2 m-1 '^m-2 m-1 '^ ra-1
(a^ , n  A ) -convexos, 0 j ( m-2.tn— 1 in— I
Ahora, el lema 13.6 garantiza la existencia de un lugar
real, „, de A , sobre R, de rango 1, dimension s- ytn— 2 in— I 2
centro p „/p , en A ,, y cuyo cuerpo residual _ tienem—2 in— 1 in—1 m—2
3 3
un orden Y „ que es extension del orden a _ de A ».m— 2 m— 2 tn— 2
Sea , un orden en A , tal que el lugarm-1 m-1
’*'m-2 ■ ^^m-l’“m - P  ^ ^^m-2’”^m-2^
conserve ordenes. Para cada j=0,...,m-2, los ideales Pj^Pm-1
son ( a ^  n A ,)-convexos, puesto que . es extension dein— 1 in— 1 in— 2
3 3 3a ». Levantemos el orden a , a un orden B de K tal que m— 2 m—1
, = B^/p De nuevo, el lema 13.6 asegura la existencia de unm-I m- 1
lugar real , de K sobre R, de rango 1, dimension s , ytn— 1 m— 1
centro  ^ en A, y cuyo cuerpo residual  ^ posee un orden
3 3Y , que extiende el orden a ,• Ahora bien, como m-1 m-I
*^m-2 ' ^^m-l’“m - P  ^^m-2’^ m-2^
conserva ordenes, y (Z ,,Y ,) es una extension algebraica y orm— 1 m— 1 —
3 3denada de (A ,,a ,), \p „ se extiende (teorema 6.6) a un lu- ro— 1 m— 1 m— 2
gar
//il h
4^
i'
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3
que conserva ordenes, donde  ^ Gs una extension ordenada de
3 3 3(0 _,Y _) cuyo orden denotamos tambiên por Y El lugarm— z m—<c m—^
9^ „ tiene rango 1, dimension s „ y centro p „/p , enm—2 m— 2 m— Z m—1
3 3A , , puesto que E , es algebraico sobre A , y 0 „ ex-m—1 m—1 m—1 m— 2
3 3 3 -tiende a 0 _. En consecuencia, (E _,Y -) es una extension or m-z m-z m-z “
denada y algebraica de (A »,a^ „). Como el lugarm—z m—z
'^m-S ■ ^^m-2’ “m-2^ ^^m-3’^ m-3^
préserva ordenes, hay una extension (teorema 6.6) de t|;^ ^ , a un
3 3 3lugar 9 - de E _ en una extension ordenada E dem-3 m-2 m-3
3 3 3((1 g ,Y t ) cuyo orden denotamos, de nuevo, por Y q - m—J in—J m—J
3 3Como E „ es algebraico sobre A -, 9 _ tiene rango 1,m—2 m—2 in—J
dimension s _ y centro p -/p - en A _. Los lugares m-3 m-3 m-2 m-2
*^2 = ®^2 ° y *2-3 = ^f-3 " ®^2 ” ^^suelven
el caso m = 3.
Es claro que el mismo proceso sirve para m arbitrario,
0 < m < r, lo que concluye la demostracion de 14.4.
§15. Ap1icaciones: valoraciones reales en variedades algebraicas 
reales de d imens iones 2 y 3 .
Finalizamos con algunos corolarios y aplicac iones de los 
resultados anteriores. En particular, demos tramos, que para varije 
dades algebraicas reales de dimens iones 2 y 3, la s ituac ion es 
optima en el sentido de que para cualesquiera m, ®o’‘*"’®m-l ^
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J verificando las condiciones necesarias 12.2, existen 
cadenas de especializaciones de lugares reales sobre R con los 
rangos, dimensiones y centros dados.
Empezamos con algunas aplicaciones del teorema 13.9. Para 
el caso m=2 tenemos:
15.1. Proposicion.- Sea P j C  p^ una cadena fuerte de ideales de
A. Sean m, s^ y Sj enteros tales que 0 < m ^ r,
0 < s^ < Sj < r, r - s < m y dim < s i = 0 , l .
Entonces existe una cadena de especializaciones de lugares 
reales de K sobre R, K E j E^,®,
tales que rango ((^ j ) = r-Sj, rango (4)^ ) = m , dim (j> . * s^,
i=0,l, y 4) tiene centro p^ en A, i = 0,l.
Demostracion.- Complétâmes la sue es ion s^ < s ^ interca-
lar.do enteros t ^ hasta tener una suces ion de m enteros en las 
condiciones de 13.9. Para ello, sean
t. = r+i-m 1 < i < m, y t = s .
1  ^ o o
Puesto que, por hipotesis, r-s ^ < m, tenemos t^ = s ^
para k = m-(r-Sj), y como s^ ^ r-m < r+l-m, résulta
0 s^ < tj < ... < t^ = sj < t^^j < ... < t^_j = r-1,
donde todos los pasos difieren en una unidad, salvo, posiblemente,
«=1 y % -
Ahora completamos p^ Cl P^ hasta tener una cadena de m 
ideales, con sucesivas repet iciones de p^ y p^ . Exactamente,
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conside ramos
q. = p, si k ^ j < m, donde k = m-(r-s,).
Tenemos,
dim qj = dim ^  s^ < si 0 < j < k, y
dim qj = dim p^ ^  s^ ^ si k ^ j < m .
Por tanto, la cadena de ideales
Qm-1 ^  . . . C  q^ C  q^
y la sucesion de enteros 0 < t < t, < ... < t , < r, es tan eno 1 m-1
las condiciones del teorema 13.9. En consecuencia, existe una cadje 
na de especializaciones de lugares reales de K sobre R,
*^ o ’ 1 ’ ’ ' ' * 1 ’ las condiciones alli es tabléeidas . Tomamos
*^ o ^ "^ o y *^ 1 “ ’^k' Entonces,
rango (4>q ) = m , dim 4)^  = t^ = s^, centro de <J)^ en
A = qo = Po. y
rango ((|) ^ ) = m-k = m- (m- ( r-s ^ ) ) = r-sj, dim j) ^ = t^ = Sj
y centro de ({)^ en A = qj^  = Pj^ .
La misma tecnica usada en la demostracion de 15.1 permite 
establecer el siguiente resultado:
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15.2. Proposicion.- Dada una suceaiôn de enteros 0 < s^ < Sj < ... 
< Sj 1 < r J y una cadena fuerte de ideales primos,
Pj_lC Pj_2 C  • • • C  Pi C  Pp , taies que dim p^ < s^
(de nuevo las inclusiones pueden ser igualdades) existe una 
cadena de especializaciones de lugares reales de K sobre
Rj P  ' ■ * ^  ^ d-1 ^
K ^ ^d-1’” ^ ^1'" ^ ^o’“
tal que para cada j»0,...,d-I, (j)^ : K -► ,® tiene cen­
tro pj en k y dimensiôn sj.
Demost rac ion.- Observese, primero, que ahora los enteros s 
pueden ser arbitrarios, pero no podemos hacer ninguna precision so­
bre los rangos.
Completamos la sucesion de enteros hasta formar una cadena 
consecutive, empezando en Sj hasta r-1. Asî, tenemos
° < =o - "o  ^ "l - =1  ^ *=2 < "  < - =2  ^ =
= "d-l < + l < ••• < = r-1 < r,
donde t^ = tj + (j-l), 1 < j < m, donde m=r-t^+l.
A continuacion completamos la sucesion de ideales p^, con 
sucesivas repeticiones hasta obtener una cadena de m ideales
Pd-l - ’m - l C  ••• C  Pj_i . C  Pj_2 - ”2 ■
- Pi - ... C Pi - ?iC - p^ ,
es decir.
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Pq si j = 0
Pi si 1 < j < i2
Po si io < j < i
d-1 d-1 j < r
Por construccion, para cada j=0,...,m-l, dim ^ C ^ . Ade^
mas,
m+s^ < m+t ^ = r-tj +1 + tj = r + 1,
luego m+s^ ( r. En consecuencia, para m, la sucesion {t } y 
la cadena q^, estamos en las condiciones del teorema 13.9. Sea 
*^ o ’ 1 ’ ' ' * ’ "^ m 1 cadena de especializaciones de lugares reales
con las condiciones alli garantizadas . Definimos 4>^  = ,
tienen centro= , () . = ij) . , 2 ^ j < d, los lugaresn  n -  -3
en A y dimension s ^ .
15.3. Observacion.- Notese que podemos hacer la siguiente precision 
sobre el rango: m puede ser cualquier entero tal que
r-s^ + 1 m < r-s^. En efecto, el lugar 4)^  construido en 15.2 
tiene rango r-s^+l. Completando la sucesion de enteros entre s^ 
y Sj, y repitiendo el ideal p^ para ellos, el mismo argumento 
sirve para encontrar lugares con todos los rangos m descritos.
Analizamos a continuacion los lugares reales de variedades 
algebraicas reales de dimensiones dos y très. Para el caso bidimen 
sional, el resultado es una consecuencia inmediata de 15.1.
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15.4. Proposicion.- Sea V una variedad algebraica de dimensiôn
dos sobre un cuerpo realmente cerrado R. Entonces, para 
cualesquiera enteros m, s^ y s^ e ideales p p  p^ de 
R[v], verificando las condiciones necesarias 12.2, exis 
te una cadena de especializaciones de lugares reales de 
R(V) sobre R, finitos en R[v], con los rangos, dimen­
siones y centros dados.
Demostracion.- Enumeramos todas las posibilidades:
(a) m = I. Entonces bay un solo ideal y el teorema 10.8 
resuelve el problems.
(b) m = 2. Entonces s^ = 0, s^ = I, y estamos en las 
condiciones de la proposicion 15.1 (o el corolario 13.11), lo que 
concluye el resultado.
Para el caso tridimensional, la situaciôn es, tambiên, Ô£
t ima :
15.5. Proposicion.- Sea v una variedad algebraica de dimensiôn
très sobre un cuerpo realmente cerrado R. Entonces, para 
cualesquiera enteros m y ^®i^o<i<2 ^ ideales (p^) de
R[v] verificando las condiciones necesarias 22.2, existe 
una cadena de especializaciones de lugares reales de K 
sobre R, finitos en R , con los rangos, dimensiones 
y centros dados.
dades:
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Demostracion.- Como en 15.4, enumeramos Codas las posibil^
(a) m = 1 queda resuelta por el teorema 10.8.
(b) m = 3 queda resuelta.por el corolario 13.11.
(c) m = 2. Entonces tenemos d  V 0 < s^ < Sj^ < 3
con dim p^ ^ s^, dim ^ s^. Pueden presentarse los siguientes 
casos:
(i) Sj = 2, % = 1 . El
(ii) Sj = 2, % = 0. De
(iii) Sj^ = 1, % = 0. En
de R(V) sobre R, <(>1 ♦ f inito
r [v] , rango 1 y dimens ion 1 :
4>i : R(V) -
Sean Aj = A/pj y ^1 = V / P i » ,
Pi
que si g es un orden en K Cal que p^ y p^ son (g fi A) -con- 
vexos, entonces existe un orden g en Ej tal que (E^,g) es una 
extension ordenada de (Aj»g)*
Ahora, e 1 ideal p^/p^ es (g (1 A )-convexo, y por consi- 
guiente es (g D  Aj) convexo. Por el teorema de existencia de lug^ 
res reales, existe un lugar real \p de E^ finito en A^ y con 
centro p^/p^ en A^ . Dicho lugar es sobre R, pues extiende el 
epimorfismo canonico Xj : A^ -> Aj/(p^/p^) = A/p^ = R. Ademâs ,
Ej tiene grado de transcendenc ia 1 sobre R, y el lugar ij no es
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trivial, luego ip tiene rango 1 y dimension cero sobre R, i.e.
su cuerpo residual es algebraico sobre R, y real, por ser <(i
real. Como R es realmente cerrado, résulta que $ es racional. 
Resumiendo, tenemos un lugar real, # : R,™, de rango 1 y con
cent ro en Aj . Définirons ^  # « (|» ^ . Es évidente que
los lugar es (j)^ y cumplen las condiciones exigidas.
Aunque nuestros resultados sobre la existencia de cadenas 
de especializaciones de lugares reales son solo parciales, conclu^ 
mos esta memoria conjetutando que un resultado positive completa- 
mente general debe ser cierto.
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